
1 

 

 
  

     


 

1. 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

2

0,

:

0, 1 0 0

ί ή ά f ί ύ

ί ύ

x f x xf x f x ά x f e f x ά x

I ί ύ f

II ί ά ύ f

III ή f

           

   

      

      

         

       

 +

 = −  =  



 +



( )
( )

( )

( )

( )

( )

5 6

6 7

3
lim
x

f

f

ί

x f x x x
IV ί ό

x f x x x x

V ί f ί ή

VI ί ά ά C ί ά

ά ί

VII ί ό ί ί C




    



       

            

  

           

→+



+ −


− + +





 ,

1ά x x ί x x e



      = =

 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )2 2

2

0,

: 0,

0 0,

:

0 0, 0 0,

1 0 0 0,

1



  + 
 
  + 

 
   + 

  +   +

    +

 = − 

ώ έ

x f x

ύ ί ά

I Έ f ί ή

f x ά x

Ά έ

f x ά x ή f x ά x

ή f έ f x ά x

x
x f x f x x

     

 

      

     

  

  

     

     

( )

( )

( )( )

( )2 2

1 −
= 

f x f x x

x f x x f x

 

 



2 

 

( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

1 1 1
ln , 0

2 2 2

1 1 1 1
ln ln

1
ln ln

1
ln ln 0,

:

1
ln ln 0,

  =− =  
   −   =  = − = +        

 

  = +    
 

  = +  +     
 

= + +  +

 
x x

x x xf x x x
f x f x

f x x x x x x

f x x
x

ή f x x ά x ά c
x

έ ώ ύ

f x x c ά x
x

      

     

  

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1

1 1

1
1

1
ln 1 ln1 ln 1 1 1 0

1

1 1 1
ln ln ln ln ln

0, 0, 0,

0,0,

lim lim lim

=

→+ →+ →+

= + + = +  = +  =

    
= + − = =     

       
      +  +  +     

   
=   =

   
    + +   

= = =


f e

x x

x

x x x

f c e c c c

f x
f x x f x x

x x x x

x x x

f x
e f x xe

x
xx

II

f x xe
e

x x


( )( )

( )
0 0

1
:

0

0

1 1
:1 1

lim 1 lim 0

'

0

lim 1

1
: , 0

lim lim lim 1 lim
1

1
: , 0

1
lim

→ →

 =

→

 =

→+ →+ →+ →+

− = =



→

= =

 
 = → + → 
 

    −
= − = − = − =   

   

 
 = → + → 
 

−
=

=

=

t

t t

έ t
x

tx

t

έ t
x x

x x

x x x x

e t

t ό de L Hos

t

e e

έ t x t
x

e x
f x x xe x x e

x

έ t x t
x

e

t





  



 



( )

( )

0

0 0

1
lim lim 1
→ →


−

= = =


=
t

pital
t

t t

e
e e

t



3 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

1 1

1 1 1 1 1 1

2

1 1 1 1
1

1

1

:

1

1 1

1

1 , 0

0 1 0

0

 
=− 

 

 +

= +  = +

       = + = + + − =     
    

−
− = = −

 = − 

    −  
  

=

f

x x
x x x x x x

x x x x
x

x

x

ό C έ ά ύ ί

y x y x

f x x e x e e xe e xe
x x

e xe e e
e x

x x x

e
f x x x

x

ef x x
xx

x

           

 

( )

( ) ( ) ( )

( )

 )

( ) ( ) ( )

( )

0

1 0 1
1

0 0
0

0
0 1

0

0 1,
:

1

1,

0 0,1
:

 
−       

        
     

 

   
   

  

   +  
  

  =  

+

  


 

x x
x

x x

f x
x

x

f x ά x

f ί ή ί x

Ά f ί ί ύ

f x ά x

f ί ή

  


      

        

  


    

( 

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )( )

( )

0

5 6

5 6
6

6 76 7

6

5 6

66 6 6

6

6 6 6

1

0,1

3

3
lim lim

lim 3 lim3

lim

li

→+ →+

→+ →+

→+

  
 

=  

+ −

+ −
= =

− + +− + +

+ −+ −

= =
−

+ +

x x

x x

x

ί x

Ά f ί ί ί

x f x x x

x f x x x xIV
x f x x x xx f x x x x

x

f xx f x xx x

x xx x x

x f x x x x

x x x

  

        








 ( )( )

( )
( )

( )( )

5 6

1
m lim lim

1 3 0
4

1 0 0

: lim lim 1

→+ →+ →+

→+ →+

=

− + +

+ −
=

+ +

  = − =

x x x

x x

x
f x x

x x

f x
ώ έ f x x

x



    



4 

 

( )

( )

6 6 6 6

6 6 6 6 6

6 6 6

6 6

6

0 :

1 1 1
1

1 1 1
, 0 , 1

1 1
, 0

:
1 1

lim lim 0

: lim 0

→+ →+

→+

 

=  =

  −     −    

 
 −     

 
   − = = 

   

 =



x x

x

x έ

x
x

x x x x

x x
x x x

x x x x x

x
x

x x x
Έ

x x

x
ό ή ή έ

x

x

  




 
    






          



( )

( )

( ) ( )
( )

6 6 6 6

6 6 6

6 6

6

1 1 1 1 1
1

0 :

1 1 1
1 , 1

1 1
, 0

:
1 1

lim lim 0

: lim 0

1

→+ →+

→+



=  = 

 
 −     

 
   − = = 

   

 =

− −
 = = = − = −

x x

x

x x x x x
x

έ

x
x x

x x x x

x
x

x x x
Έ

x x

x
ό ή ή έ

x

e x xe e xe e e
V f x e

x x x x

 


 






          

( )

( )

1

1 1 1 1

1 1

2 2

1
1 1 1 1

1 1

2

2 2 2 2

1

1

1

    − −          = − = − =   
  

 
− − − − − 
 

− − = − − =

x

x x x x

x x

x
x x x x

x x

x

e x e x e x e
x

f x e e
x x x

ee x e e e
e ex x

x x x x

1
1

+ +
x

x
e

e
x

( )

( ) ( )

1

1

2 2 3

11

3
3

00 0 0

0

0 0,

= =

 
        
  

   +

x

x

xx

e

ex

x x x

eex f x
xx

ή f x ά x f ί ή       



5 

 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

1 1 1 1

3 3

1 2 3

, , , ,

, .

. , ,

f

VI Έ ά ί έ ί x f x x f x

x f x C ί ά ί ά ό

έ x x x ό ί ί ί

ά ά y y ί ό ή

       

          

            

          

 

 

     



.

/ /

f

f

f

ί ί

ά ά y y έ C ί ά

ί ή C ί ή ά ά ά ί

ά ά y y έ C ύ έ ί

ή

     

            

              

             









  / /y y  

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )  

( )

2 1 3 2

2 1 3 2

1 2

, , / /

1

,
:

y y ί ή ύ

ώ

ί ί ά

f x f x f x f x

x x x x

f ί ή ό ά x x
Έ

f ί ί ό ά

      

   

       

       


       

 



 

       = 

− −
=

− −

 

  ( )

 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

1 2

1 2

2 1

1 1 2 1

2 1

,

, .

, 2

:

x x

ό ά f ί ϋ έ ή

έ ή ό ά x x Ά ά έ

f x f x
ά x x έ ώ ύ f

x x

f ί ή
Έ



            

            

         

     


  
 
  



−


−

   

( ) ( )

 

( )

2 3

2 3

2 3

2 2 3

,

,

, .

,

ό ά x x

f ί ί ό ά x x

ό ά f ί ϋ έ ή

έ ή ό ά x x Ά ά έ

ά x x έ

  

       

            

            

    

  
 
   



 ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2

2

3 2

1 2

1 1 2 2 3 1 2 1 2

3

1 , 2 , 3 :

:

f

f x f x
ώ ύ f

x x

έ έ f f

ή ά f ί ή f ί ί ύ

Έ x x x f f Ά

    

      

             

       



−
 =

−

  =



       
 



6 

 

( ) ( )

( )
( )

  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1 1

11 1

, 0

1
, 0

1
1, 1 1 0

0

1 1 .

x

x

f
e

e e e
e e

VII f x xe x

e x
f x x

x

e e
x e x e f f x f e f x

e

f x f x f x

f x dx f x dx f x f e f ee e e e



 




= 

−
 = 

−
             

    =

 
  = = = = − = − = −    

 



 

2. 

( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )

( )

, :

ln 2 1 0 1



 = − +  =









ί ά f ί ί ύ

f x f x x ά x f

I ί ύ f

II ή f ί

III ή f ό

IV ί ό ά

           

   

      

        

        

     

( ) ( )( )

( )

( )
1

0, 0

2 ln 2 1

, , 1−



 −  



 =

f

x

ί f

V ί ί έ C f

VI ί ό x ά x

VII ί ό ί ί ή

ά f ά x x ί x ί

   

          

      

            

          

( )

3

: 2 3+

=

 + = −
xe x x

x

VIII ύ ί e x



       
  



7 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

2

2 2 ln 2

ln 2 1 ln 2 ln 2 1

ln 2 ln 2 1

2 ln 2 2 ln 2 1

2 2 ln 2 2 ln 2 2

2 2 ln 2 2 ln 2 2

2 2 2

−

− −



− −

− − − −


=−

− − − −

− − −

 = − +  = − + 

 − = − +

 − = − + 

 − = − +

 + − = − +

 
 + = +





x

x x

ά

έ

x x

x x x x

x x x x

x x x

I f x f x x f x f x x

f x f x x

f x f x x

f x f x x

f x f x x x

f x f x x x

  

     

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )

( )
( )

( )

0 1
0 0

2

2 2

2 2

:

2 2 ,

0 :

0 2 2 1 0 1

:

2 2 1

  = +

−

− −

− −

− −

=



− −



 
=

 
 =  

= + 

 =

= + = +  =

 

= +





F x G x F x G x F x G x

x

x x

x x

x x

f

ά

x x

f x x

ή f x x ά x c έ ώ

ύ

f x x c ά x

x έ

f c c c

ό ά x έ

f x x

  



        

  

  

  

      

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2

0 0 0

2 2 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2

:

2

− −

−

= + 

= +  = +  = +

 

= +


xέ

x x x x

x x x x x

x

f x x

f x x f x x f x x

ό ά x έ

f x x

     

      

 



8 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ln ,0 1

2 2 ln 2 1

2 0 2 0 2 0
2 ln 2 0 2 ln 2 1 1 0

2 1 ln 2 ln1 ln 2 0

2 ln 2 1 0 0

0

2 ln 2 1 ln 2 2 1 ln 22 ln 2 2 ln


=  

  = + +

       
     +        

       

+   

  

   = + = + = =

=

x x a a

x x

x x x

x x

x

x x x x

f x x

f x

ή f x ά x f ί ί ύ

f x

 

          

( )

( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

2 2

0

"1 1".

0, 0 .

:

0 0

  

 

− 



− =

f

ή f x ά x f ί ή

V ή ά f ί ί ί ύ ί

ώ ά ί f

V Έ έ C ί ή f ό

ί έ ί

y f f

       

              

       

          

       

( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

2 ln 2 1

2

0 1 ln 2 1 ln 2 1 1

: ln 2 1 1

:

ln 2 1 1 ln 2 1 1

= +

 = +

= +

− − = +  = + +

= + +



 + +   + + 





x

x

x

f x x

f x

f

f x x

x y x y x

y x

VI ή f ί ή C ί ά ί

Ά ύ

f x x f x x x



              

   

2 ln 2+  +x x x 1

2 ln 2 1 2 ln 2 1

+ 

 +  − x xx x

 



9 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

:

,0 1 0,0 1
lim , lim

0, 1 , 1

: lim lim 2 lim lim 2 0

: lim lim 2 lim lim 2

,

f

x x

x x

x x

x x x x

x x

x x x x

VII Έ D

a a
a a

a a

Έ f x x x

Έ f x x x

f ί ί ύ







      

→− →

→− →− →− →−

→+ →+ →+ →+

=

+     
= = 

 +  

= + = + = − + = −

= + = + = ++ = +

  − +

  ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

1

1

1

1 2 1 2

1

1 1 1 1

1 2 1

2 22 2

1 2 1 2 1 2

,

: , lim , lim ,

:

:

,

,

x x

f

ff

f

f

f

f ί ή

ό f f x f x

Ά f D

ό D f D

y y D y y

f y x y f x
y y D

y f xf y x

y y f x f x x x f

    

 



 

 

−

−

−



→− →+

−

−



−

  
 

− +  

 − + = = − + =

=

 = =

  

 = =    
     

==      

     ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

1 1

1 2

1

3
1

1

0 1 "1 1"
1

1 1 1 1

1

1 3 "1 1"
1

2 2 2 2

1

1 1 1 1 1

1

1

:

1 1 0 0

: 1 0

3 3 1 1

: 1 3

1,3 1 1 0

:

f f

f f

f

y f y

ό f ί ί ύ

Έ f y dy

f x f x f f x x

ό f

f x f x f f x x

ό f

y y f y f f y f y f y

ό f y

        



 

 

 

−



−

−

−

= −
−

−

= −
−

−



− − − − −

−





 =

=  = = =

 =

=  = = =

 =

       =

  =



 

 



( )
3 3

1

1
dy f y dy−= 



10 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

1

1

1

3 1 1 111

01 0 0 0

1 1
2 2

1 1 1

0 0 0
0 0

2

:

1: 1 0

3: 3 1

1

2
3 2 3 2 3

ln 2 2

2
3

ln 2 2

uf u u u
u u

u

έ u f y y f u dy f u du

y u f u

y u f u

f y dy u f u du uf u f u u du f f u du

u
u du du udu

u







−

−

−

−

= +

 =  =  =

 = =  =

 = =  =

 = = = − = −  

    
 − + = − + = − + =        

 
= − + 

 

   

=   

( )
( )

( ) ( )

( )

1
2

0

2 "1 1"

2 1 1 0 2 1 1
3 3

ln 2 2 ln 2 2 ln 2 2 ln 2

1 1 1 1 6 1 1 5 1
3 3 .

ln 2 2 ln 2 2 2 ln 2 2 2 ln 2

2 3 2 3 1

1 1 0 1

x

x x
f x x f

e x x e x x x

x x

VIII e x e x f e x f

e x e x

ώ

 

  

= + −
+ +

       
  = − + − + = − + − =             

   
= − + = − + = − − = −   

   

+ = −  + + = + =

+ =  + − =



 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
0 0 "1 1"

1,

1 1 1

0

1 0

1 0 0

0 .

"1 1"

1 1 0 0 0 0

x

x x x

x

x

h h
x

ά h x e x x

h x e x e x e

e

e h x

ή h x ά x h ί ί ύ

ή h ί ί ύ ί

e x h x h x h x

 

          

          

= −

= + − 

    = + − = + − = +

 
+ 

 

+   

  

 −

 + − =  = = = 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



11 

 

3. 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

10

0

1 2

10 ,

0,10

10 9 4 0

0,6 , 6

x

f

ί ά f x x

I ή f ί ό

II ί ό ά x ί έ C

ί ά ί y x

III ί ό ά

  

            

            

       

       

 = 



 

− + =

   ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

,10

9
3 2

2

0,10 7

, 0,10 :

2 1 10

3

0,10 10

,

έ ώ

f f

IV ύ ί ό ά έ ώ f

ί ό ά έ ώ

f f

V ύ ί ό ά έ ώ f

ί ό ά

  

 

           

         

 

           

       

 + =

  =



+ =
 

  = −

( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )  

( ) ( ) ( )

( )
0 4

0,10 :

9

10

0, 0

ln10
1, 0,10

10

0

0,10

f

x x

έ ώ

f f

V ί ί έ C f

VI ί ό f x x ά x

VII ί ό ί f t dt f t dt x έ

ά ύ

  


 



          

      

        

    



−
  =

−



  + 

 + + = 

 

( ) ( )

( )

10
10 10

10
10

10 10 10

ln1010
10 10 ln10

10 10

10 1 ln10 ln1 ln10 0
ln1010

ln1010 0 0
1010 0 10 0 10 0

0

x
x x

x
x

x x x

x
I f x

f x

    
 = = =   

  

       
     

           
            

 

 
 



12 

 

( )

( )

( )

( )( )

2
10

10 10 10

0

ln1010 ln10 ln10 ln10 ln10
10 10 10 0

10 10 10 10 10

0

:10 9 4 0

x
x x x

ή f x ά x f ί ί ύ

f x

ή f x ά x f ί ή

II y x

ή ύ

           

       



    

  

       = = = =         
 

  

− + =

 ( )

( )  

( ) ( )

:

9 9

10 10

0,10
:

0,10

ί

f ί ή ό ά
Έ

f ί ί ό ά

ό ά f ί έ ή

έ ή ό ά



   



       


       

            

       

 −
= − = − =



   
 
   



  ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0

0

10 0

10 10

00
0

00
0

0

0

0,10 . 0,10

10 0

10 0

10 1 10 110 10
1010 10

0,100,10 0,10

9

10

0,10

ό έ ά x

f f
έ ώ ύ f x

f f
f xf x f x

xx x

f x

x

l

     

     

  

 

−
 =

−

 −  − −  =  =    =       
          

 
 = 

  
  

 ( )( )

( )

( ) ( ) ( )

( )( )

( )

0 0

0

0

0 0

, . :

9

10

/ / . 0,10

,

f

l

l

f

έ C ί ή x f x ό έ

f x

ή έ l ό ά x ί

έ C ί ή x f x ί ά

ί



          



             

            

    

 

= =

 =  



 
 
 



13 

 

( )
( )  

( ) ( )

 

0,6
:

0,6

0,6 .

f ί ή ό ά
III Έ

f ί ί ό ά

ό ά f ί έ ή

έ ή ό ά ό έ ά

       


       

            

            

   
 
   



 ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )  

( ) ( )

1

1

0

10

1
1

1
1

0,6

6 0

6 0

6 16 10

66
0,60,6

6,10
:

6,10

f f
έ ώ ύ f

ff ff

f ί ή ό ά
Έ

f ί ί ό ά

ό

 

      





       


       

 



−
 =

−

  − −   =    =    
      

   
 
   



  ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

2

2

10

10

2
2

2
1

6,10 . 6,10

10 6

10 6

10 610 6

44
0,60,6

ά f ί έ ή

έ ή ό ά ό έ ά

f f
έ ώ ύ f

ff ff

          

             

      





 

−
 =

−

  −−   =   =   
    

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )  

( ) ( ) ( )

1 2

0 10

10 10

6 1 10 6 6 1 10 6 9
3 2 3 2

6 4 2 2 2

0 7 10 10 7 10 1 7 10

0,10
:

0 7 10

0,1

f f f f
f f

V f f ύ

f ί ή ό ά
Έ

f f

ό ύ ώ ά ώ ά

 

 

       


               





 
 

− − − −
 + = + = + =

        

   
 
    

  ( )

( )

0

7έ ώ ύ f       =



14 

 

( )  

( ) ( )

 

0,
:

0,

0, .

f ί ή ό ά
Έ

f ί ί ό ά

ό ά f ί έ ή

έ ή ό ά ό ά έ

        


        

            

              

   
 
   





( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( )  

( )

1 1

7

0 1
1 11

1 11

0
0,

0

0 7 1 6

0

0, 0,0,

,10
:

f

f

ά

f f
έ ώ ύ f

f f
f ff

f ί ή ό ά
Έ

f ί ί






        




 

 

    

        


     

=

=

−
 =

−

−  −   
 = = =     

−      
           

 

 



( )

  ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

2

2

2

2

,10

,10 . ,10

10

10

10

10

,10

ό ά

ό ά f ί έ ή

έ ή ό ά ό έ ά

f f
έ ώ ύ f

f f
f

   

            

               


      








 

  
 
  



 

−
 =

−

−
 =

−



( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2

7

10 10
2 2

2 2

6

3

10

1 2

10 7 3

10 10

,10 ,10

2 1 2 1 2 10 10 10

6 3 6 3 3 3 3

10

10

0 0 0 10 1 10 9 0

10 10 10 10 1

f

f

f

f

f f

f f

V ώ ά g x f x x

g f

g f









 
 

   

   

 

 

   

=

=

 =

 =
−

 −   
 = =    

− −    
         

− −
+ + = + = + =

 

−

 = + −

= + − = − = − 

= + − =



=

( ) ( )

( )  

( ) ( ) ( )

0 10 0
0 10 10 10 0

0,10

:

0 10 0

g g

ά g ί ή ό ά

Έ ά ώ ή

g g

         

      

  
  

+ − =   

  
 
 
   



15 

 

 

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

0,10 .

0,10 0

0 10 0 10

0,10 0,10 0,1

ό ά g ί έ ή

Bolzano ό ά ό ά έ ά

έ ώ ύ g

g f f

            

          

       

    

  





 =

= + − = = −      
    

         ( )

( )  

( ) ( )

 

0

0,
:

0,

0, .

f ί ή ό ά
Έ

f ί ί ό ά

ό ά f ί έ ή

έ ή ό ά ό έ

        


        

            

           

  
 
  

   
 
   



 ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( )  

( )

10

0 1

0,

0

0

0 10 1 9

0

0, 0,0,

,10
:

f

f

ά

f f
έ ώ ύ f

f f
f ff

f ί ή ό ά
Έ

f ί ί

 

   


      



  
 

 

    

        


    

= −

=



−
 =

−

−  − − −   
 = = =     

−     
           

 

 



( )

  ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

,10

,10 . ,10

10

10

10

10

,10

ό ά

ό ά f ί έ ή

έ ή ό ά ό έ ά

f f
έ ώ ύ f

f f
f

   

            

               


      








 

  
 
  



 

−
 =

−

−
 =

−



( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )

10

10 10
10 10

1010

,10,10

9 9

10 10

0, 0 .

:

f

f

f

ff

f f

V Έ έ C ί ή f ό

ί έ ί

   




  

  
 

  

           

       

= −

=
− −    

 = =    
−−    

         

− −
  = =

− −







16 

 

( ) ( )( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )  

( ) ( )

10

10

10

ln1010

10

0 4

0

0

ln10 ln10
0 0 0 1 1

10 10

ln10
: 1

10

:

ln10
1

10

, 0,10

0

x

x

f x

f x

f

x x

y f f x y x y x

y x

VI ή f ί ή C ί ά ί

Ά ύ

f x x

VII ώ ά h x f t dt f t dt x x

h f t d



              

   

   

=

 =

− = − − =  = +

= +



 +

 = + + 

=



 

 ( ) ( )

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )  

( ) ( )  
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0 4

4 0

4 4 4

0 0 0

4

0

10 10

0 4

0

0,10 0 10 0 10 1 10 0

0,10
: 0 0

0 0,10

0 0 0

10 10

:

f

t f t dt f t dt

t t f f t f f t f t

f ί ή
Έ f t dt dt f t dt

f t ά t

f t dt h

h f t dt f t dt

f ί ή
Έ

    


  

    





+ + = −

           

   
    

    

 −   

= + +

 

 



  



 

 

( ) ( )  
( ) ( )

( )  

( ) ( )  
( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

10 10 10

0 0 0

10 10 10

4 4 4

10

0

10

4

10 10

0 4

0,10
0 0

0 0,10

4,10
: 0 0

0 4,10

0

0

1 0

f t dt dt f t dt
f t ά t

f ί ή
Έ f t dt dt f t dt

f t ά t

f t dt

f t dt

f t dt f t d



  

    


  

  
    

    

   
    

    

 
 
 

 + 
 
 

 

+

  

  





  ( )

( )

( )
( ) ( )

1 0 10 0

0 0
0 10 0

10 0

t h

h
h h

h

+   

  
  

  



17 

 

 

    ( ) ( )

( ) ( )

0 4

0 4

0,

4, , 0,10 . ,

. ,

.

x x

x x

ή f ί ή ί ή ή x

x x ώ ή f t dt f t dt ί

ί ό ή f t dt f t dt ί

ί ώ ά

              

       

         

       



 





 

 

( )  

( ) ( ) ( )

 

0,10
:

0 10 0

0,10 .

h ί ή

ά ώ ή

ά h ί ή ό ά
Έ

h h

ό ά h ί έ ή

Bolzano ό ά

     

    

         


            

   

   
 
   



( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( )
0 4

0,10 0

0 0

0,10 0,10

ό ά έ ά

έ ώ ύ h

h f t dt f t dt
 

      

       

 

 



 =

 =  + + =   
   

      

 

 
4. 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

0 1

0 0 0

1 2 2 1 1 2

: 0,2

1 5

:

0,1 1 4

0,2 4

, 0,2 1 6

3

ί ά f ύ

f t dt f t dt

ί ό

I ά x έ ώ f x f x

II ά έ ώ f

III ά έ ώ f f

IV ί f t d

       



   

    

      

           

 

 →

= =



  + = +

  =

  − = + =



 

( )
0

21 2 0,2
x

t x έ ά ί      = −

 



18 

 

 

 

( ) ( )   ( ) ( )

 

 

0

0,2

0,2 .

, 0, 2 .

0,2 .

0,2 .

x

ή ά f ί ί ί

ή ό ή ά

F x f t dt x ό ύ F x f x Ά F ί

ά f ώ ά ά f

Έ G ί

            

         

        

          

    





=  =





 

  ( ) ( )  

( )  

( )  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

1

0
1

1

0

0,2 . :

: 0, 2 , 0,2

0,1

0,1

:

1 0 1 0

f t dt

ά f ό έ

G G x f x ά x

f ί ή

G ί ά f

ό ώ ώ ύ ό έ

f t dt G G G G

       

   

    

     

            

=



→ = 

   
 
   




= − −

( )  

( )  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )  

 

2

0
5

2

1

1

0,2

0,2

:

2 1 2 1 5

1 4 , 0,1

0,1 0 1 0 1

f t dt

f ί ή

G ί ά f

ό ώ ώ ύ ό έ

f t dt G G G G

ώ ά g x G x G x x x

x x x

    

     

            

   

=

=

   
 
   




= − − =

 = + − − 

      + 



 2 1 0,2x + 

 



19 

 

( )  

     

( )  

 

( )  

( )

1 1 0,2

: 0,1 0,2 0,2

0,2

0,1

1 0,1

1 1 . 4

ώ ά G x ί x

Έ x x

ώ ά G x ί x

Ά ά g ί έ

ά G x ί ή ύ ώ

ή x G x ά x

     



      

        

            

    

 + + 

   

 

 +

+ +  −

 

 

( ) ( )

( )

0,1 .

0,1 .

1 0,1

1 1 . 4

ί ή

ά ό ά g ί ή

ά ώ ή

ά G x ί ί ύ

ί ή x G x ά x ί

    

           

     

          

        





 +

+ +  −

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0,1 .

0,1 .

0,1 :

1 4 1 1 4

1 4

0 1 0 1

1 2 1 4 5 4 1

ί ή ό ά g ί

ί ά ί ή

ό ά x έ

g x G x G x x G x x G x x

f x f x

g G G

g G G

           

        

      



 

   = + − − = + + − − =

= + − −

= − =


= − − = − =
( ) ( )

( )  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

 

0 1

0,1

: 0,1

0 1

0,1 .

g g

g ί ή ό ά

Έ g ί ί ό ά

g g

Ά ά g ί έ ή

Rolle ό ά ό

       

        

           

     


 =

  

  
 
  

 
 = 



( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

   

0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0 0 0 0 0

0,1 0

0 1 4 0 1 4

0,1 0,1 0,1

: 0 1 1 1 2

: 0 1 1 2 0 1 2 , 1 1,2

ά έ ά

x έ ώ ύ g x

g x f x f x f x f x

x x x

Έ x x

ό x x x x x x

    

     



 

 =

 = + − − = + = =          
      

            

     + 

    +     +   + 



20 

 

  ( )  

( )

( )  

( ) ( )

0 0

0 0

0 0

0 0

1,2 , 1 1,2

, 1

, 1

, 1

ή f ί ί x x

ί ί x x

f ί ή ό ά x x

f ί ί ό ά x x

Ά ά f ί

        

    

       

       

      

 + 

+

   + 
 
  +  

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

1 4
0 0 0 0

0 0 0 0

, 1 .

1
, 1

1

1 4

, 1 , 1

f x f x

έ ή

έ ή ό ά x x ό ά έ

f x f x
ά x x έ ώ ύ f

x x

f f x f x f f x f x

x x x x

    

             

         

 

 

+ = +

+ 

+ −
 + =

+ −

 = + − = + −  
 

 +  +  


( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )  

   

( )  

     

( )

0 0

0 0

4

, 1

:1 1 2 1 2 1,2

1 6 , 0,1

0,1 0 1 0 1 2 1 0,2

1 1 0,2

: 0,1 0,2 0,2

f

x x

Έ x x

ώ ά h x G x G x x x

x x x x

ώ ά G x ί x

Έ x x

ώ ά G x





   

   

     



     

  
 

  

 =  
 

 +  

   +      

  = + + − 

      +   + 

 + + 

   

  

 

( )  

( )

 

 

0,2

0,1

1 0,1

1 1 . 6

0,1 .

0,1

ί x

Ά ά h ί έ

ά G x ί ή ύ ώ

ή x G x ά x ί ή

ά ό ά h ί ή

ά

 

        

            

         

           

 



 +

+ +  −



( ) ( )

( )

( )

( )

.

1 0,1

1 1 . 6

0,1 .

0,1

ώ ή

ά G x ί ί ύ

ί ή x G x ά x ί

ί ή ό ά h ί

ί

    

          

        

           

   

 +

+ +  −



.ά ί ή     

 



21 

 

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1 0

2 5 1

0,1 :

1 6 1 1 6

1 6

: 1 0 1 1 1 0

: 2 1 5 2 5 1

0 1 0

1 2 1 6 1 0 5 1 6 1 0

0 1

:

G G

G G

ό ά x έ

h x G x G x x G x x G x x

f x f x

Έ G G G G

Έ G G G G

h G G

h G G G G G G

h h

h ί ή ό

Έ

      





     



= +

= +

 

   = + + − = + + + − =

= + + −

− =  = +

− =  = +

= + 
 

 
 = + − + + + − = + 

=

 

=

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

 

( )1

0,1

0,1

0 1

0,1 .

0,1

ά

h ί ί ό ά

h h

Ά ά h ί έ ή

Rolle ό ά ό ά έ ά

έ ώ

 

       

           

          

     

 
 
  

 
 = 



 ( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 1

2 1

1

1 1 1 1 1

1 1 1

2 1

1

1 1 1 2

2 1 2 1

1

1 1 2 1

0

0 1 6 0 1 6

0,1 0,1 0,1

: 1

0,1 0 1 1 1 2 1 2

: 1 1

: 1 6 6

ύ h

h f f f f

έ

Έ

Έ f f f f

IV ώ

 

 

 

    

  

  

   

    

    

  

= +

= +

 =

 = + + − = + + =          
      

            

 = +

      +   

= +  − =

+ + = + =







( ) ( )  

 

  ( )

  ( )  

0

0

0

3 2 21, 0,2

0,

0,2 .

0,2 . 0,2

x

x

x

ά H x f t dt x x

ή f ί ή ί ή o ή x

x ώ ά f t dt ί ί

ώ ά f t dt ί ή

ί

 

              

         

          

  

= + − 



 











22 

 

 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )

( )

1

0
2

1

0

0

1

5
2 1 2

0 0 1

2 21 0,2 .

0,2

0 3 2 0 21 21 0

2 3 2 2 21 3 17

3 1 5 17 3 6

f t dt

f t dt

ά x ί ή ή Ά

ά H ί ή ά ώ

ή

H f t dt

H f t dt f t dt f t dt

          

          

 

=

=

 −

= + − = − 




= + − = + −

= + − =



=  

( )

( )
( ) ( )

( )  

( ) ( ) ( )

 

17 18 17 1 0

0 0
0 2 0

2 0

0,2
:

0 2 0

0,2 .

H
H H

H

ά H ί ή ό ά
Έ

H H

ό ά H ί έ ή

Bolzano ό ά ό ά

         


            

       

− = − = 

  
  

  

   
 
   





( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
0 0

0,2 0

0 3 2 21 0 3 21 2

0,2 0,2 0,2

έ ά

έ ώ ύ H

H f t dt f t dt
 

   

       

  

  

 =

   =  + − = = − +     
      

           

 

 
5. 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

1 1

, : 0 2 ,

: 2 1 2 3 , 1

:

2 1 2 2 2

x y

x x x x

Έ ή f g g e ί ύ

έ f x f y g x g y e e ά x y

I ί ό

f x e e g x e e

II ή ί ό

ή

         

     

   



            

 

− −

→ =

+ − + − = + + 



= − + = − + +



( )

( )
2 22 2 2 1 3

,

,

,

: 4 4 3 3

f g

x x x x x x

f g f g

III ί ό έ ά C C ή

f g ύ έ ώ ό ί

IV ύ ί e e e e

 

           

        

      − − − + + − +

−



  + −

 



23 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 :

2 1

I έ y x έ

f x f x g x

    =

+ − + ( )g x−

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 1

1

1

2 3

2 1 3 3 2

2 1 :

2 1 1 1 3 3 2 1 1 1 3 3

2 1 3 3 3

2 , 3 :

2 2 1 2 3 32 1 3 3

2 1 3 3 2 1

x x

x

x x

x

xx

x

e e

f x f x e

έ ό x έ x

f x f x e f x f x e

f x f x e

έ έ ύ

f x f x ef x f x e

f x f x e f

      

       

− −

−

−

= + + 

+ − = +

 −

− + − − = +  − + − + = +

 − + = +



  − + − = − ++ − = + 
 

− + = +   ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

1

1

3 3

4 2 1 6 6

2 1 3 3

4 2 1

x

x

x

x f x e

f x f x e

f x f x e

f x f x

−

−

  
 

− + = +  

 − − − = − − 
+ 

− + = +  

− − − ( )2 1f x+ − ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

1

1 1

1

6 6 3 3

3 6 3 3 3 3 2 1

2 1

0 1 :

x x

x x x x

x x

f x e e

f x e e f x e e

f x e e

έ y έ   

−

− −

−

+ = − − + + 

− = − + −  − = − − + 

= − +

 =

  
 



24 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( )

1

0

0 2

2 1

1 2 1 2
0

1

2 1 0 2 3

2 2 1 2

x x

g e

f x e e

f e e e
x

x x

f x f g x g e e

e e e

−

=

= − +

= − + =

−

+ + − = + +

− + +


( ) 2g x e+ −

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

1

1

1

1 1 1

1

1

1 1

2 4

4 2 2 2 4

2 4 4 2 2

2 2 2

2 1 2 1 2 1

2

0 2 0
2 0 0

0 0

0

x

x x x

x x x

x x

x x x x x x

x x

x x

x x

x x

e

e e g x e

g x e e e

g x e e

II f x e e e e e e x

e e

e e
e e f x

e e

ή f x ά x    

−

−

−

− − −

−

+
−

− −

= + 

− + + = + 

= + − + − 

= − + +

     = − + = − + = − − =

= +

       
 +      

       

  



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

1 1 1

1

1

1 1

2 2 2 2 2 2 1

2

0 2 0
2 0 0

0 0

0

x x x x x x

x x

x x

x x

x x

f ί ί ύ

ώ f έ ό

g x e e e e e e x

e e

e e
e e g x

e e

ή g x ά x g ί ί

     

      

         

− − −

−

+
−

− −



     = − + + = − + + = − + − =

= − −

    −    
 − −      

 −       

  



( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

,

f

g

ύ

ώ g έ ό

ώ ά h x f g x f x g x x

f x f x f x f x
x x

g x g x g x g x

f x g x f x g x f g x f g x h x h x

ώ ά h ί ί ύ



      

   

          






 +



 = − = − 

       
    

 −  −      

−  −  −  −  



 

( ) ( )0 0

.

, , . :f g

ώ h έ ό

III Έ x y ό ί C C ό έ



      

       



 



25 

 

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

1

1

0 0 0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

2 1

2 2 2

,
,

,

0 0 0

2

x x

x x

f

f g

g

f x e e

g x e e
x

x y C y f x y f x
x y C C

x y C y g x f x g x

y f x y f x y f x

f x g x f g x h x

h x f x g x e

−

−

= − +

=− + +

   = =        
          

  = =         

= = =          
      

− = − = =          

= − = ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

1 1

1 1 1

1

0

0

1 2 2 2

2 1 2 2 2 4 3 1

4 3 1,

0 4 3 1 3 3 3 1 0 :1 1 0

1 4 3 1 4 4 4 1 0 : 1 1 0

0 0
0 1 0

1 0

:

x x x

x x x x x x

x x

e e e

e e e e e e

h x e e x

h e e e e ί e e

h e e e e ί e e

h
h h

h

ά h ί

Έ





    



− −

− − −

−

− + − − + + =

= − + + − − = − −

= − − 

= − − = − = −     − 

= − − = − = −     − 

  
  

  

   

( ) ( ) ( )

 

( ) ( )

( )

( )

0 0

0

0

0,1

0 1 0

0,1 .

0,1 0

0,1

0

ή ά ώ

ή

h h

ό ά h ί ϋ έ ή

Bolzano ό ά ό ά έ ά

x έ ώ h x

x

h x

      

 

             

          

  

 
 
 
   





 =



=

( )

( )( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )( )

( )( )

( )

( ) ( )

( )( )

0 0 0

0 0 0 0 0

0

0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0,1 0,1 0,1

0 0

0,1
0,1

,
,

,

,

f

f g

g

f

x x x

f g x f x g x f x g x

x
x

f x g x
f x g x

x f x C
x f x C C

x g x C

Ά έ ά C C     

               
         

− = − = =              

 
   

=     
  =   

    
       

( )1 1 1 0

,

.

, , . :

g

f g

ή f g έ

ό ί ί ό ό ό ί ί ό

Έ Έ x y ό ί C C x x ό έ

   

              

         



  



26 

 

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

,
,

,

0 0 0

f

f g

g

x y C y f x y f x
x y C C

x y C y g x f x g x

y f x y f x y f x

f x g x f g x h x

ή ά h ί ί ύ ί            

   = =        
         

  = =         

= = =          
      

− = − = =          



( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2 2 2

"1 1"
0

0 1 0 1

1

1

2 2 2 1 3 2 2

"1 1"

0
:

0

, ,

4 3 1,

4 4 3 3 4 3

h

f g

x x

x x x x x x x x x x

h x
Έ h x h x x x Ά

h x

Ά έ ά C C ή f g έ

έ ώ ό ί

IV h x e e x

e e e e e e

 

 

         

     

−

−

− − − + + − + − − + +

−

=  
 = = 

=  

= − − 

 + −  −



( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

2 2
2 2

2
2

1 2 3

1 2 1 21 2 1 22 2 2 2

1 2 1 22 2 2

2

4 3

4 3 4 3 4 3 4 3

4 3 1 4 3 1 2 2

2 2 2 2 0 2 1 0 4

2 0

: 2 1 0

1 0

x x

x x x xx xx x x x x x

x x xx x x

h

e e

e e e e e e e e

e e e e h x x h x

x x x x x x x x

x

ώ ί x x ή

x

   



− − +

− − − −+ − + − −− − − −

− − − −− −



 − 

−  −  −  −

 − −  − −  −  −

−  −  − − −   − − 

− =

 − − =  

− =


2

1

x

ή

x

=  
   

  
   =   

 
 
 

         x              −                    1                          2                    +    
 
 
 

  ( )( )1 2x x− −                +          0           −             0           +  

 
 
 

( ) ( )4 1,2x   

 
 



27 

 

6. 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

: 0, ,

1
0 1 0

1

"1 1"

ln 0

1

f x

x

Έ ί ά f έ ώ

x
ά x ύ xf x f

e

I ί ό ά g x e x ί

II ί ό f x x ά x

f x
III ή ά h x

x

        

    

        

      

        

+ →

+
 = =

+

 = + −

 = 

−
 =

( )

( )

( ) ( )2 2

1 2 2 1 5

2 1

0,
2

1
, 0

2

x x

ί ί ύ ώ

x x
IV ύ ί x

e e

V ί h ό ί ό

h x h x
ά x x x x ύ

x x e

 



          

  
      

            

    

     
 =      

     



−
   −

−

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0

1

0

1 0

1 0 0

0 .

"1 1"

1
1 1

1

x x x

x

x

x x
ώ
έ ί
x

f x

f x

I g x e x e x e

e

e g x

ή g x ά x g ί ί ύ

ή g ί ί ύ ί

x
II xf x xf x e x

e

  
     
 

          

          
  



   = + = + = +

 
+ 

 

+   

  

 −

+
 =  + = +

+

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 1
1

1
1 ln

f x

f x

f x f x

xf x e x x
f x e

x x x x

f x e f x e f x x x
x

 + +
=  + = + 

  + = +  + = +


 



28 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
ln

1 0
ln1 0

1 0

, 0
ln

ln 0,

:

ln , 0,

1 :

1 1 ln1 0 1 0 1 1 0

:

ln ln

f x

f x

f

f

e
f x f x x

ή e f x x x ά x ά c

έ ώ ύ

e f x x x c ά x

x έ

e f c e c c c

ό έ

e f x x x e f x e x g f x g

  

     

     

  

  

   

=
=

= 

  + = +  + 

+ = + +  +

 =

+ = + + + = + +  = +  =



+ = + + = +  =



 ( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

"1 1"

2 2 2

2

2

ln

ln

1 ln 1
, 0

1
ln 1ln 1 ln 1ln 1 2 ln

2 ln
0 2 ln 0 ln 20

0 00
0

ln 2 ln ln

0

g ί

x

f x x

f x x
III h x x

x x

x xx x x xx xxh x
x x x x

x
h x x x

x
x xx

x

x x e

x x

  −

=

− −
= = 

− +  − − −− − 
 = = = = 

 

−    −  −  −       
          

          

  
 

  



(

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

(

( ) ( ) ( )

2

2 2

2 2

2

2

0

2

2

0 0,
0 0

0
,

0

0 0,
:

0,

0 ,
:

x e
x e x e

x

h x
x e x e

x

h x ά x e
Έ

h ί ή ή ί x e

ό h ί ί ύ e

h x ά x e
Έ

  


         

         

  


   
            

   
    + 

  

    
 
  =  

 

   +

( )

)

2

0

2 ,

h ί ή ή ί x e

ό h ί ί ί e

         

        

  
 
  =  

 +



29 

 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )

( )

( )

( )

( )

0

lim ln

0 0 0 0 0 0

lim lim ln 1

'

2

ln 1 1 1
lim lim lim lim ln 1 lim lim ln 1

1

ln 1ln 1 1
lim lim lim lim 0

ln

x

x x

x

x x x x x x

x x

ό de L Hospital

x x x x

x
h x x x

x x x

xx
h x

x xx

e
h e

  

+→

+ + + + + +

→+ →+

=−

→ → → → → →

= − =−



→+ →+ →+ →+

−
= = − = −

= + −− = + − = −

−−
= = =



=

=

=

( ) (

( ) (

(( ) ( ) ( )(
( ) ( )

( )

2 ln 1

2 2 2 2

2

2

2 2

2
0

2

1 2ln 1 2 1 1

0,
:

0,

1
: 0, lim , ,

,
:

e

x

e

e e e e

H h ί ί ύ e
Έ

h ί ή ή e

ό h e h x h e
e

H h ί ί ί e
Έ

h ί

      


       

 

      


  

+

=

→

− − −
= =

   
 

   

  = = −   

 +

 

=

( )

( )( ) ( ) ( )( )
( ( ) ( ( )

( ) ( ( )( )
( ) ( ) ( )

(( ) ( )( )

( )

2

2

2

2

2 2 2 2

,
2 2 2 2

2 2 2

,

1
: , lim , lim 0,

: 0, , , 0, ,

0, , 0, ,

1 1 1
, 0, ,

x x e

f

f f f

f

ή ή e

ό h e h x h x
e

Έ D e e e e

f D f e e f e f e

e e e

IV

     

 





+→+ →

  =    =

 
 
 

+  

 
 + = =  

 

 = + + = 

 = + + = 

     
− = −    
     

=

ln ln

0, 0,
2 2

ln ln

0,
2

x x x x
x x x x

e e e e

x x

x x
x x

e e

x

   
  

 

 
 



          
= =          

          
    

                   

    
=    

    
 

      



30 

 

( ) ( )

( ) ( ) 0, , 0
2

ln ln ln ln

0,
2

ln 1 ln 1

0,
2

x x x

x x e x x e

x

x x x x

x

x


 

   



   





 
   
 

− = − 
 

  
  
  

− = − 
 
  

  
  



( )ln 1x

x





− x

x




=

( )ln 1x

x x



 

−

( ) ( ) (

( )

20,

ln 1 ln 1

0,0,
22

0

1
0, 0,0,

2 22

0
0,

2

h e

x x

x x

xx

h x h x x x x x

x xx

x

 

 



     

 








  − − 
=   

   
    

                

=  = − =   
     

         
           
        

 
  
 



( ) (

(

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

2

2

1
, 0,1 0,

0 1

, 0,

, 0,
2

0
0, 0 0

02

0

x
x x e

x

x x e

ώ ά t x x x x

t x x x x x x x

x
x x x t x

x

ή t x ά

 


 


     

     


 



  

+

   
        

   

 
 = −  

 

 = − = − − = +

  
  +     

   

 



( )
( ) ( )

"1 1"

0, .
2

"1 1"

00
4

1
0, 40,

0,2 2
2

t

x t ί ί ύ

ή t ί ί ύ ί

t x t x tx x

x
x x

x


       

         


 


 



−

 
 
 

 −

  
= = − =    

      
   =        

                      



 
 



31 

 

( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( )

2

2 2

2 2

2

2 2

2 ln
, 0

2 ln 2 ln2 ln

1
2 ln 2 2 2 ln

x
III h x x

x

x x x xx
h x

x x

x x x xx x xx

x x

−
 = 

 − − −− 
 = = = 

 

− − − −− − −
= =

( )
2

1 2 2 ln x

x

+ −  

( ) ( )

( )

( )

5 5
5

2 2
2

1 4 2ln 5 2ln 2ln 5

2ln 5
0 2ln 5 0 2ln 50

0 00
0

5
ln ln ln ,2

0 00

0

0

x x x

x x x

x
h x x x

x
x xx

x

x x e x e x e

x xx

h x

x

=

− + − − − −
= = =

−    −         
          

          

                 +      
            

   
 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

5

2

5

2

0

5

2

5

2

0

5

2

0,

0 0,

5

2

0,

0 ,

5

2

x e

h x ά x e

ή f ί

h ί ή x

ί e

h x ά x e

ή f ί

h ί ή x

ή e

  

   

   

  

  

   

   

 

 
  

  

  
    

    
 
  =  

 
 
 

  
   +  

    
 
  =  

,
 

+
 



32 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

5

2

5

2

5

2
0

5

2
0

5

2

5

2

0 0,

: 0 ,

5
2

2

h x ά x e

Έ h x ά x e

h ί ή ή ί x e

Ά ά h έ ά ή έ x e ό

h e

e

  

   

         

            

  
    

  
 

  
   +  

  
 
   =
  

 =

− 
 = 

 



( ) ( )

( ) ( )

( )

2 5 5

5

2
5

5

2
5

4 5
12 2

2

0 :

1

2

00

0 :

1

2

00

:

e e

ό ά x ύ

h xh x h e
e

xx

ό ά x ύ

h xh x h e
e

xx

h ί ή ό

Έ

       

       

      



−

= = −


 


 

    
  −     

    
      

 

    
  −     

    
      

   

( ) ( )

1 2

1 2

,

,

ά x x ί

ώ ή

h ί ί ό ά x x

ί ή

ό ά h ί ϋ έ ή

έ ή ό

   

   

        

   

            

       

 
 
 
 
  

 
 



 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2

2 2

1 2

2 1

2 2

5 5

2 1

, .

,

1 1

2 2

ά x x ό ά έ

h x h x
ά x x έ ώ ύ h

x x

h x h x
h

e x x e

     

         





−
 =

−

−
  −   −

−

 



33 

 

7. 

( )

( )
( )

( ) ( )

( )

( )

2

2

6 3 2

, :

1 1
0 1

1 2

1,

"1 1"

:

1 1 2 2x x x

Έ ά f ή ί ύ

xf x
ά x f

f x

I ί ό ύ f ί f x x x x

II ί ό f ί

III ύ ί

x x e e e

            

   

         

      

     

+
=  =

+

 = + + 

 −



+ + + − = − +

 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( )

2

22 2

2

2 2

2

2 2 2 2

2

2 22 2 2

1 1
2 1 1 2 2 1

1 2

2 1 2 1

1 1 1

. :

έ

έ x

a a

a a

xf x
I xf x f x xf x f x

f x

f x xf x f x f x x x x

f x x x f x x x f x x x

ώ ά g x f x x ό έ

g x

   

   

   

      



− + = −

=

+
=  + = +  + = +   +

 − = − + = + 

− = +  − = + − = +

 = − 





( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2

2 2 2 2

0 1

1

: 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0

,

:

0

0 0 .

: 0 0 0 1 0

0 0 0

f

x

Έ x x x x g x g x

g ί ή ά ώ

Έ ή

g x ά x

ό g x ά x ή g x ά x

Έ g f

ή g έ g x



        

  

  

       



   

=

= +

  +    +   +     

  −  
 
 
    

    

= − 

  

=

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )

0
2 2 2

2

: 1 1 1

1

g x g x f x x

ά x

ό g x x g x x f x x x

f x x x

  

 
 = −



 = + = + − = + 

= + +

 

 
 



34 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2 2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

22 2 2
11 1 1

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2

2 2

1 2 1 2

1 1 1 1 0

1 00 1 1 0 1 0

0 1 1 0 1 0 1 0

1 1 0 1 1 0

: 1 1

II f x f x x x x x x x x x

xx x x

x x x x

x x x x

ό f x f x x x 

+

=  + + = + +  + − + + − =

 +       +   +        
         

 +   +       +         

+ + +   + + + 

 =  + − +



( )( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2
1 2

1 2

2 2 2 2
1 1 0

1 2 1 2

1 2
2 2

1 2

2 2
2 2

2 2
1 2

1 2
1 2 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2
1 2 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2

2 2

1 1

2

2

1 1 1 1
0

1 1

1 1
0 0

1 1 1 1

0 1 0
1 1 1 1

1
1 0

x x

x x

x x x x
x x

x x

x x x x
x x x x

x x x x

x x x x x x
x x x x

x x x x

x x

x

+ + + 

+ −

+ + + + − +
+ − =

+ + +

+ − + −
+ − =  + − = 

+ + + + + +

 − + +
 + − =  − + =
 + + + + + + 

+ 
 



( )2

2 2
1 2

22 2

1 11 1

2 2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 0
1

11

1 1 1

1 1 1 1

:

1 1 1 1

x x

x xx x

x x x x x

x x x x x x x x

ή ό έ

x x x x x x x x x x

x x

 

     

= +

+ + + 

   + +       
     

+   +  +         

+ + +  +  +  + + +



+  +  + + +  +  + + +

+

 



( )

1 2

2
1

2 2

2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

, 0

1 2 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2

1

1 2
1 2

2 2

1 2

1 1
1

1 1 1 1 1 1

1 1 1
1 1 1 1

1 0 1 0
1 1 1 1

: 1 0
1 1

x x

x x

x

x x x x

x x x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x
Έ x x

x x

   



  −  

+

+ +

+ + + +
  

+ + + + + + + + +

+ +
−     − 

+ + + + + +

+ +
+   + 

+ + + + + +

 +
 − + =
 + + + 



2
2

1 0
1

1 2 1 20

"1 1"

x

x x x x

ώ ά f ί      

+ 
+

− =  =

 −





35 

 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

22 2

1

1 2

6 3 2

2 2 2
3 3 2 3

2

"1 1"
3 3 3

3

3 3

1 2 3

1 2 1

1 1 2 2

1 1 2 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0

,

x x x

x x x x x

a a

f
x x x

t

t

t t

III x x e e e

x x e e e f x e e

f x f e x e x e

ώ ά h t t e t t

t t
t t t e

e e

   

   

− + = −

−

+

+ + + − = − + 

+ + = − + + − +  = − + + −

 = − = −  + − =

 = + − 

  
  +  

  



 ( ) ( )

( )

( ) ( )

2 1 23 3 3

2 1 2 1 2

3 0

"1 1"
3

1 1

"1 1"

: 0 0 1 1 1 0

1 0 0 0

t t t

h
x

t e t e t e h t h t

ώ h ό ί

Έ h e

x e h x h x

      





−

+  + −  + −  

  −

= + − = − =

+ − =  = =
8. 

( )
( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

1 2 1 2

, 0

1 2 ln 1 , 0

0

,

xe x x
ί ά f x

x x x

I ά f ί ή

II ί f ί

III ί ύ ώ f

IV ί ό ί f x έ ί ό

x x x x

V

  

        

       

        

            



 + 
 = 

− − + 







 =



( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2 1 2

1 1
210

1 2

1,2 , 0

, , ,

f f
ί ό ί έ

x x

ά ί

VI ί ό ί x f x x έ ά

ί x x ό x x ί ί ή IV

V ί έ ύ

 
       

        

           

           

        

− −
 + =

− −



 + =



( )1

:

2 2 ln 2 1 6 ln 2x x

ί

x x

  

+ + + + − = +  



36 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

0 1, 0
0

0 0

ln1 0

0 0

0

0 0

0

lim lim 0 1

lim lim 1 2 ln 1 1 2 0 ln 0 1 1 ln1 1 0 1

0 0 1 0 1

lim lim 0

0

a a
x

x x

x x

x x

x

I f x e x e

f x x x

f e

ή f x f x f ά f ί ή

ί x

ά e ί ή

        

 

      

− −

+ +

− +

= 

→ →

=

→ →

→ →

= + = +

= − − + = − − + = − − =  

= + = + =

 = =

=



=

=

( )

( )

( )

( ) ( )

,0

,0

,0

. ln 1 0,

1 ln .

ή

ά x ί ή ή

ά f ί ή ά ώ

ή ά x ί ή

ύ ώ ή x x ά

  

        

          

         

         

−

 −

 −

 + +

+ 

( )

1 2

0,

x

ί ή ή



      

−

+

 
 



37 

 

( )

( ) ( )

( )
( 

( 
1 2

0

1 2

1 2

1 2

0,

.

,0 , 0, 0

, ,0
, ,0

:
x x

ό ά f ί ή ά ώ

ή ή ά f ί ή ή

ί x ί ή ό

x x
x x

II e e
x x

             

            

           



 +



− + =

 −
  − 

   
  

( ) ( 

( ) ( )

( 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2
1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

, ,0

,0

, 0, , 0,
, 0,

: 2 2 2 2

1 1 ln 1 ln 1

, 0,

2

x x

x x

x e x e
x x

f x f x

ώ f

x x x x
x x

x x x x
x x

x x x x

x x

x

 



+



 
  −    

   
+  +      



  −

 +  +   
  +      

  −  −  −  −      
      +  + +  +   

 +

−



( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( )

1 2

1 2

1 1 2 2

1 2

1 2

1 2

1 1 2 2

, 0,
2

2 ln 1 2 ln 1
ln 1 ln 1

, 0,

1 2 ln 1 1 2 ln 1

0,

, 0

1 2 ln 1 , 0

, 0,1
lim

0, 1,

x

x

x

x x
x

x x x x
x x

x x
f x f x

x x x x

ώ f

e x x
III f x

x x x

a
a

a

 

+



→−

 
 +    

 −    
− − +  − − +    − +  + 

 +  
  

− − +  − − +  

  +

 + 
= 

− − + 

+ 
=





( )

( ) ( )

( ) ( 

( ) ( 

( ( ) ( ) ( )( ( 

1

lim lim lim lim 0

,0
:

,0

: ,0 lim , 0 ,1

e
x x

x x x x

x

f x e x e x

f ί ή ά
Έ

f

ό f f x f

      


 



→− →− →− →−



→−




+

= + = + − = −

   − 
 
  −  

 − = = −


=



38 

 

( )

( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

0, 0,1
lim

, 1,

lim lim 1 2 ln 1 1 2 lim lim ln 1

1 2 1

: lim ln 1 lim ln

0,

:

0,

x

x

e
x

x x x x

έ t x
x t

x t

a
a

a

f x x x e x

Έ x t

f ί ή ά

Έ

f





      


→+



→+ →+ →+ →+

 = +
→+ →+

→+ →+




= 

+  +

= − − + = − − +

= − + − = − − = −

+ = +

   +


  +

=

=

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) (  ( )( )
(  ( )

( ( ) ( )( )

(  ( ) ( 

( )

( ( ) (  (  ( 

( )

( ) ( ) ( )

( 

0

,0 0,

1

1 1

1

1

: 0, lim , lim ,1

,0 0, ,0 0,

,1 ,1 ,1

,0 ,1 0 ,1 ,0

0. 0. :

0 1 0

,0

x x
ό f f x f x

f f f f

IV

ή f ά x έ

ώ f x Έ x ό έ

f x f Ά

ώ x

 

     

    



  

+→+ →

− + =





 

 + = = −

= − + − + =

− − = −

 − = −  −  −

= = 

= = 

  −

=

( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

2

2

1 2 1 2

0. ,0

,0 0

0, ,1 0 ,1 0,

0

: 0

, 0, 0, ,1 :

1, 1

:

2

x ό x

Ά ά x έ ώ f x

ή f ά x

έ ώ f x

Έ x x x x

V ή f έ

f f

ώ ά g ύ

g x x f

  

     

   

  



     

 

      



   −

 − =

 + = −  −  +

=

   

  + + = −

 

 →

= − ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 1 1 210 1 2

1 1 1 0

: 1 1 1 0

x f x x

g f f

Έ f f f



 

   

− + − − − − −

= − − = − 

    − 



39 

 

( ) ( )

( ) ( )( )

( )

( )
( ) ( )

( )

 

( ) ( ) ( )

2 1 0

: 1 1 0

1 0
1 2 0

2 0

: 1,2

1 2 0

g f

Έ f f

g
g g

g

ά g ί ή ό ά

Έ ή

g g

ό ά g ί έ ή

Bolzano



  

         

  

            

 

= − 

  − 

  
  

  

  
 
 
 
  



 

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1,2 .

1,2 0

0 2 1 1 1 210 1 2 0

1,2 1 2, 1, 2

2 1 1 1 210 1 2

1 2, 1 0, 2 0

2 1 1

ό ά ώ ά έ ά

έ ώ g

g f f

f f

f f

         

    

      

   

     

  

   



 =

=   − − + − − − − − =   
    

         

 − − + − − = − − 
 

  −  −   

− − + − −( ) ( )( )

( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )

1 210 1 2

1 2, 1 2 0

210 1 22 1 1 1

1 2

f f

 

  

    

 

 = − − 
 

  − −   

− −− − + − −
=

− − ( )( )1 2 − −

( )

( )

1,2

2





 
  

 
 

  

− ( )( )

( ) ( )

1

1 2

f 

 

−

− −

( )1 −
+

( )( )

( )

1

1

f 



−

− ( )

( )

( ) ( )

( )

210
2

1,2

1 1
210

1 2

1,2

f f





 

 



 
 = 

− 
 

  

− − 
+ = 

− − 
  

 



40 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1

2

1

1 1

0

1 1 1 1 1 1 1 1

0

2 2 2 2 2 2 2 2

1

0
:

1 1

:

:

0

0

0

0 :

f x

f x

ή x
έ x x

VI ώ ά h ύ h x x f x x

ό έ

h x x f x x x x x x

h x x f x x x x x x

ί ό ύ

ή x έ

x x

 


       

  

  

  

        

  

 

=

=

 
=−

 → = + −



= + − + − = −

= + − + − = −

  

 



=

=

 ( )

( )

( )

( )

( )
( ) ( )

2

2 2

, 0

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

2

0
: , 0

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1

1 2

2

0 0

0 :

0 0

0

0

x x

ή x
έ x x x x

x x x x x

x x x x x x x h x

ή x έ

x x x x x x x

x x x x h x

h x
h x h x

h x

   

 
    

 

  

  

  

 

  −  

 
=   −  

 − − −   − 

  −    −   

 

  −   

  −   

  
 

  



 

( )

 

( ) ( ) ( )

 

1 2

1 2

1 2

0

: ,

0

, .

ά h ί ή ό ά

Έ x x ά ώ ή

h x h x

ό ά h ί έ ή

Bolzano ό ά x x ώ ά

         

      

            

       



  
 
 
 
  





( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( ) ( )

( )

0 1 2 0

0 0 0 0 0 0 0

0 1 2 0 1 2 0 1 2

2 1 2 2 11

1

, 0

0 0

, , ,

2 2 ln 2 1 6 ln 2

0

2 2 ln 2 2 1

x xx xx x

x x

έ ά

x x x έ ώ h x

h x x f x x x f x x

x x x x x x x x x

x x
V

x

x x

   

  

 

+ − = + − ++

+

 =

= + − = + =          
      

            

 + + + − = + 
 

  

 + + + − + =
 



46 ln 2

0

έ έ

x

        − + 
 

  




41 

 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

22 2 4 ln 2 2 1 4 6 ln 2

0

2 2 2 ln 2 2 1 2 ln 2

0

2 2 2 ln 2 2 1 2 1 ln 1 1

0

x x

ά ό ά

ά ό
x x έ ό

x x

x x

x

x x

x

x x

x

     

       
    





  + − + + − + = − + +
  

  
  

  + − + + − + = +    
  

  − + − − + − + = − − +   




( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )0,

1 2 2 2 ln 2 2 1 1 2 1 ln 1 1

0

2 2 1 2 2 1 2 3 0

0 00

έ έ
ό ά

ί ά f

x x

x x xf

x x

x

f x f x x

x xx

ώ ά

       
      
   

   





 +



  − + − − + − + = − − +    
  

 + − =    + − = + − = 
     

       







( ) ( )

( )

( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1

: 0, 2 3

2 2
2 2

, 0,
, 0,

2 3 2 3

, 0,

0, . "1 1"

1 2 1 3 3 3 0

2 3 0

x

x x

x x

x x

x

ύ x x

x x
x x x x

x x
x x

x x
x x

x x

ώ Ά ί

x

x

   

     

+



 + →  = + −

 
 +  +   

      
 +     + 

 + −  + − 
   

 +  

  +  −

 = + − = − =

+ − =





( ) ( )1 1
1

00 0

x x
x

xx

 =   =    
   =     

      

 
 
 
 
 
 
 
 
 



42 

 

9. 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

2

: 0,

0 0 1 2 1 1

: ln , 0

,

Έ ά f ό ύ

x f x xf x f x ά x f f

I ί ό f x x x x x

II ί ά f ί

ό ό

III ί ύ ώ ώ

     

    

  

          

     

         

+ →

  − + =  = =

 = + 





( )

( )
( )( )

( )

2

2

1

2

1

1

1
,

e

ή ύ

ί f x
e

f f x
IV ί ό dx e

x

V ί ό ί ί ά

ή ά f ό ί x ί
e

y x

      

  

   

            

            

= −

  +



=

=



 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

0
2 2

2 2

1

1

0

0,

0, :

0,

1 :

1

x

x f x xf x f x x f x xf x f x

xf x f x f x x f x x f x
f x f x f x

x x x

f x
ή f x ά x ά c έ

x

ώ ά x ύ

f x
f x c ά x

x

x έ

f
f

        

      

  

  



   − + =  = −

 − −    =  =  =  
 

  =  +  
 

 +

 = +  +

 =

 =



( )
( )
( )

( )
( )

( )

1 2

1 1

1 1 1 1

1 1
2 2 1 1

1 1

: 1 0,

f

f

c c c c

f x
ό έ f x ά x

x
      

 =

=

+ = +  = −  =

 = +  +



 



43 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )

0

2 2

1
ln , 0

2

2

1 1

1
ln

ln 0,

0, :

x

x x
x

f x f x f x
f x xf x x xf x x x

x x x

xf x f x x
xf x f x x xf x f x x

x x

f x x f x x f x
x

x x x

f x
ή x ά x ά c έ

x

ώ ά x ύ

f x

x

        

      



 = 

 
  = +  = +  = +  

 

 −
 = +  − = = 

 −   = = 
 

   =  +  
 

 +





( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1
ln1 0

2 2 2

ln 0,

1 :

1 1
ln1 0 1

1 1

:

ln 1 lnln 1

0, 0,
0,

ln ln ln

f

x c ά x

x έ

f
c c c

ό έ

f x
f x x x f x x x xx

x
ά x ά x

ά x

f x x x x x x x x x

  

  

   

     
  

=
=

= +  +

 =

= + + +  =



 
= + = +   = +     

      
  +   +          + 

    = + = + =



( )

( )

( )

 1 2 1 2

log 1,0 1

log log
2 1log log ,0 1, 0

1
ln 1 ln 1

ln 1 1 ln 2

ln 2, 0

ln 2 0 ln 2 ln 2 1
0

0 0 0

ln 2 ln ln ln

0 0

a

a a

a a

a a

a

x x x x
x

x x

f x x x

x x x
f x

x x x

x e x e

x x


   

   

=  

 


− =   

+ + = + + =

= + + = +

 = + 

+   −  −     
         

       

 −   
   

    




  21

2

0

x e

x

x e

−

−

 
 

 





 
 



44 

 

( )

( )

( )

2

2

2

:

0

0

0 0

ό

f x x e

f x x e

f x x e

 
−

−

−



   

 =  =

    

 

 
 
 

     x             0                              
2e−
                                       +  

 
 

       f                          −           0                     +  

 
 
 

       f                  

 
 

                                                   min  
 

( ) (

( ) ( ) ( )
(

( ) )

( ) ( ) ( )
)

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2

2

2

0,
: : 0,

0 0,

,
: : ,

0 ,

0,

: 0 0,

f ί ή e
Έ ό f e

f x ά x e

f ί ή e
Έ ό f e

f x ά x e

f ί ή

Έ f x ά x e

    
  

  

    
  

  

    

   

−


−

−

−

−

− 

    
   

    

   + 
  +  

   +  

  +

   ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2

0

log log ,0 1, 0 ln 1
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

0 ,

ln 2 ln 2 1

2

a a a e

f x ά x e

ό ά f έ ά έ x e ό

f e e e e e e e e e

e e e

   

  

            

−

−

−

=    =
− − − − − − − −

− − −

 
 
 
 
 

   +  

 =

= + − + − + =

= − + = −

= =

 



45 

 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
( ) (

( ) (

(( ) ( )

2

2

2 2

0, :

1
ln 2 ln 2

1
0 0 0

0 0,

0,

0,

0, , lim

x έ

f x f x x x
x

x f x
x

ή f x ά x f έ ί ά

f ί ί ί e
III

f ί ή e

ό f e f e

  

            

      

    

 

−

−

− −

  +

    = = + = + =

    

   +

    
 

   

 = ( ))

( )

( ) ( )

0 0

2
0

1
lim , lim ln

2'

0 0 0 0 0

2

0

0 0 0 0

1
,0

1
lnln

lim ln lim lim lim lim
1 1

1

lim 0

lim lim ln lim ln lim 0

x x

x

x
x
ό De L Hospital

x x x x x

x

x x x x

f x
e

xx xxx x
x

x x
x

x

f x x x x x x x

  

+

+ +→ →

+ + + + +

+

+ + + +

→

=+ =−



→ → → → →

→

→ → → →

  = −   


= = = − =

  −
 
 

= − =

= + = + =

=

( ) )

( ) )

)( ) ( ) ( ))
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2

2

2 2

2

2 2

,

,

1
, , lim ,

lim lim ln lim lim ln lim

0. 0, ,

x

x x x x x

f ί ί ύ e

f ί ή e

ό f e f e f x
e

f x x x x x x x

f f e e

      

    

 

−

−

− −

→+

→+ →+ →+ →+ →+

− −

   + 
 

  +  

  + = = − +   

= + = + = + + + = +

 + = + =  (( ) )( )2 2

2 2 2

0 :
1 1

2 2 3 2

3 2 3 2

2 3 3 2

0, ,

1 1 1
,0 , ,

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1
0 ,0

ό ύ

f e f e

e e e

e ee e e e
e e e e

ό
e e e e

      

 
 

 

− −

 

  

−

  + = 

     
− − + = − +    
     

       −  −

 
 −  −   −  − 

 





46 

 

(( ) (

( ( )

)( ) )

(

2 2

2 3 2

2

1 1 3

2 2

2 3 2

2

2

1 1 1
0, ,0 , ,0 0,

1
0,

1 1 1
, , , , ,

0,

ή f e f e ά
e e e

ό x e έ ώ f x
e

ή f e f e ά
e e e

ό x e έ ώ

   

   

   

   


− −

−

−

− −

− 

−

   
  = − −  −    

   

 = −

   
  + = − + −  − +  +   

   

  ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

)   )

2 3

2

2
2

2 2

1

: ln 1, 0,

ln 1 ln 1ln 1 ln

0 00 0

ln

0
0

, 1, , 1,

f x

f x
e

IV Έ x x x

x x x x x x x xx x x x x x

x xx x

x x x x
f x x

x
x

ή f e e e έ f



   − −

 

= −

 −  +

 −  −    −   −     
          

           

 +      
   

    

   +  +    

 

( )

 

  ( )( ) ( )
 

( )( ) ( )
 

( )( )

 

( )( )

 

( )( ) ( )

 

( )( )

 

1, 2 22

2 2 2 2 2

2

2

1, :

1, 1, 1,

ln 2 ln

1, 1,

2 ln 1 2ln 1

1,
1,

f e

e

x e έ

f f x f x f f x f xf x x

x e x e x e

f f x x x x f f x x x x

x e x e

f f x
f f x x x x

x
x e

x e

  




 

           
      

            

    +  +   
    

       

 
  +  +   

   
      



( )

( )( )

( )( )
( )

( )( )

( )( )
( )  

2

2 2

1 1 1 1 1

2 1

1 1

ln 1, 0, 1

2 ln 1 1. :

2 ln 1 2 ln

2 ln

e e e e e

e e
e

ή x x x ύ ό x ό

f f x
x ύ x ό έ

x

f f x f f x
dx x dx dx xdx dx

x x

f f x
dx x xdx x

x

        

      

 = −  + =

 + = 

 +   + 

 + 

    

 



47 

 

( )( )
  ( )

( )( )
 ( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )

( )( ) ( )( )

( )
( )

2 1

1 1

2 1

1

2

1

2

1

2 2

1 1

2 ln ln 1

2 ln ln1 1

2 1 1

2 1 1

2 1 1

ln ln
:

00

e e
e

e
e

e

e

e e

f f x
dx x x x x dx e

x

f f x
dx e e x e

x

f f x
dx e e e

x

f f x
dx e e e

x

f f x f f x
dx e dx e

x x

f x x x x x x x
V ώ ί

xx
   

  − + −  
 

 − − + − 

 − − + − 

 − + + − 

 + −   +

=  + =  
     

    

 







 

( )

( )

2 2 2 2

2
2

2

2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1

1
,1 0

1
,1 1 ln 0 ln ln

1 1 12 2

1 1 1

0

0

ln 0
1

0

ln ln ln

ln ln ln
2

e e e e

x x x x
e

x
xx x x x x

e

e e e

x

x

x
x

x

f x xdx x x x xdx x xdx x xdx

x
x x dx x xdx xdx

 
    = 
     =       =−   
   

= 
 

 

= 
 = 

 

 = − = + − =

 
− = − − = 

 

= −

   

= =  

( )
( )

( )

2
2 2

2
2

21 2 21 12 2 2

1 1 1

21 214 2 4 4
4 4

11

4 4

4 44 4 4 4

4

lnln1 1
ln ln

2 2 2 2 2

2 ln 1 1 4

2 2 4 4 4 4 4 4

5 5 5
1

1 5 5
.

4 4 4 4 4

e e e

ee

e ex x x
x x dx dx

x

ee e x x e e
dx e e

e e

e ee e e e

e
 

− −

−− − −
− −

−

   
    − = − − − =    
    
   

 
= − + = − + = − + − = − = 

 

−
− −

− −
= = = = =

 



 



48 

 

10. 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

:

:

1 1 1 1

.

x

ύ ά f ή ώ ά

ί ύ

f x f x ά x

f f f f

ί ό f x f x ά x

f x
ί ό ά h x ί ί

e

ύ

ί ό

          

    

  

      

          

  

   

 →

•  

 • − = −

   

  =

  ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )2

2 4
1 3

,

2 4
2021 1 3 0

f f
f f

e

IV ί ί ί ύ

f e f ί ή ώ ί

f f
x x f f

e

 



          

             

 

−

+
+ 





+
− + + − − =  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

. :

0 0

,

: 0

g x f x f x

ώ ά g x f x f x ό έ

f x f x f x f x g x

ά x ά x ά x

ά g x f x f x x

f ί ή ά

f x ά x

      

        

 

      

   

= −

  = − 

  −            
     

               

 = − 

  

    





( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

,
:

0 ,

0 , 0 ,

ύ ί ά

ό f x ά x ή f x ά x

ά ώ
g ί ή

ήΈ

g x ά x

ό g x ά x ή g x ά x

      

      

   
    

 

  

       

 
 
 
 

  

    

   
  − +  

  
     − + 

   − +   − +

 
 

 



49 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

: 1

0

1 1 1 1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 0 1 0 2

1 , 2 :

1 0
1 0

1 0

0 , 0 ,

1 0 0

g x f x f x

g x f x f xέ x

f f f f g g g

f x f x f f f f g

έ έ

g
g

g

ή g x ά x ή g x ά x

g ύ ό g x



  

     

      

    

= −

= − =

=  

 − = − =  

     −  



  
  

  

   − +   − +

 



 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )

( )

( ) ( )

2
, 0

2

2

,

0 0

, ,

,

g x f x f x

f x f x g x f x g x
g x

x xg x g x

x x

xx x

x

ά x

g x f x f x

ά x ά x

f x f x

ά x

f x e f x ef x
h x

e e

ef x e f x e

e

 

     

  

= −

    −
=   

 

 − +

 −       
   

  − +   − +      

   
 
  − +  

  − 
 = = 

 

 −
=



=

( ) ( )
x

f x f x

e

 −   ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

3 4

:

0
0 0

0 0

0

1 2

1 21 2

3 4 3 4 3 4

xx

xx x

h

f x f x

ee

ά x έ

f x f x f x f x f x f x
h x

ee e

ή h x ά x ά h ί ί ύ

f f

h h e e

h h f f

e e

   

            




 −
=

 

     −    −   
       

       

  


     

     
       





1

e







 

( )
1

1f
e


( )

3

2

1

f

e

e
( ) 3

1
3f

e


( )4f

e

 
 
 
 
 
  



50 

 

( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 :

, 0, ,

2
1

4
3

2 4 2 4
1 3 1 3

x
x y

x

ό ύ ί

ώ
έ ί

e έ ώ
ύ έ

a x y

f
f

e

f
f

e

f f f f
f f f f

e e e

e
IV f e f f f

e



       
   

   
    

   
    
 





 


   

−

 
+  



=  

−

 
 

 
 
 
  

+
+  +  + 

 

 



( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

0

2 4 2 4
1 3 1 3 0

0 0.

2 4
2021 1 3 0 1

2 4
4 2021 4 1 3

x

ί
f

h
e

f x
h x h

e

e f

f f fe h h
e e e e

f f f f
f f f f

e e

ή έ ό ί

f f
x x f f

e

ί έ ύ

f f
f f

e












   


  

   

 

           

 

    

   



=

= 

     

− 

+ +
 +  − − 

 −  −  

+
− + + − − =

+
 = − = − − − −



 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

0
2 4

1 3 02 4
1 3 0

2 4
4 1 3 0

f f
f ff f

ef f
e

f f
f f

e

 

 

 

 
 
 

−  
+  

 − − − +   
− −    

 

+ 
− − − −  

 



51 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2

2021 0

2 4
4 1 3 0

2 4
2021 4 1 3 0

0 3

.

f f
f f

e

f f
f f

e

ή ά ί έ ί έ

ά

 

 

           

 

 
 

++  
− − − −   

  

+ 
− − − −    

 

  

11. 

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( 

3

:

1

:

1 0

1,0 0

, 1

ί ά f ί έ

f x f x x

ί ό

I f

II f ί ή

III f ί ί

IV f

V ά έ ώ f f

VI f έ ί ά

ί

       

   

   

   

      

          

   



 →

+ = +









 − =

  − =

 − −

 )

( ) ( ) ( )( )  

( )

( ) ( ) ( )

2

1,

2 1 , 1,0

1, 1,0

ά

VII f x f x x ό ύ

ώ V

VIII f x x

   

      

  

− +

 +  −

  −
         

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 1

1 2

1 2 1 2

,
1 2

1 2 3 3

1 2

3 3

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1

1 2 1 2 1 2

1 2

.

1 1

. ,

.

x x

f

I x x Έ f x f x

f x f x
f x f x

f x f x

f x f x f x f x x x x x Ά

ό f x f x Ά ά x x x x έ

f x f x ώ f

     

 



        

 

+ + +   

+ +



  

  
  

  

+  +  +  +  

   

  

 

 

 
 



52 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

3 3 2 2

3

3

0 0 0

3 3

0 0 0

3 3

0 0 0

2 2

0 0 0 0 0

2 2

0 0 0 0

02

0

1

1

1 1

1 1

1

2

f x f x x
II

f x f x x

f x f x f x f x x x

f x f x f x f x x x

f x f x f x f x f x f x f x f x x x

f x f x f x f x f x f x x x

f x
f x f x f x f x

      − = − + +

 + = + 
 

+ = +  

+ − + = + − + 

− + − = + − −

 − + + + − = −     

 − + + + = −     

− +  



( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )

22 2

2 2

0 0

0

2 2

0 0 02

0 0

2

2 2

0 0

0 0

2

0

2

0

3
1

2 4 4

3
2 1

2 2 4

3
1

2 4

0
2

3
0

4

f x f x
x x

f x f x f x
f x f x f x f x x x

f x f x
f x f x f x x x

f x
f x

f x

     + + = +

 
+ + + = −  

 

 
 

  − + + + + = −        
 
 

  
 − + + + = −    
   

  
 +  
  
 





( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
0 0

2 2

0 0

2 22 2

0 0 0 0

2 2

0 0

3
1 02 2 2 4

0 0

0 0

0

3
0

2 4

3 3
1 1 0 1 0

2 4 2 4

3
1 0. :

2 4

3
1

2 4

f x f x
f x

f x f x
f x

f x f x f x f x
f x f x

f x f x
f x ό έ

f x f x
f x f x f x x x

f x f x

   

+

 
+ + +   

 

 
+ +   

 



   
+ + +    + + +     

   

 
+ + +   

 

  
 − + + + = −    
   

−





( )
( ) ( )

( )0

2 2

0 0

1
3

1
2 4

x x

f x f x
f x

−
=
 

+ + + 
 



53 

 

 
 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

0

0
0

0

2 2
0:

0 0
1 1

2 2

0 0

0

2 2

0 0

0

02 2

0 0

2

0
02 2

0 0

3
1 1

2 4

3
1 0

2 4

1
1

3
1

2 4

3
1

2 4

3
1

2 4

x x

x x
f x f x

f x
f x

f x f x
f x

f x f x
f x

f x f x
f x

x x
x x

f x f x
f x

x x
x x

f x f x
f x

 

 
 

 

  

− 

−
− =


+



  
 + + +  
  
 
  

+ + +   
  


 

+ + + 
 

−
 − 

 
+ + + 

 

−
 −

 
+ + + 

 





( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
0

0 0

3
1

4

, 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

:
lim lim

f x

x x

x x x x

f x f x x x x x f x f x x x

f x x x f x f x x x

f x x x f x f x x x ά x
Έ

f x x x f x x x f x

ό ή ή

   

  


       


+ + 



 −   

→ →

−  − − −  −  − 

− −   + −

  − −   + −  
 
 
  − −  =  + −  =     







( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

0
0

0

0
0 2 2

0 0

:

lim

1 :

3
1

2 4

x x

έ

f x f x

III x x έ έ

x x
f x f x

f x f x
f x

  

      

→
=

 

−
− =

 
+ + + 

 

 

 
 
 
 
 



54 

 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

0
0

0

0

02 2
0 0 0

0

2 2
0 0 0

lim

2 2

0 0

2 22 2

0 0 0 0

0

2 2

0 0

1
,

3
1

2 4

1
lim lim

3
1

2 4

1

3
lim 1

2 4

1 1

3 3 3
1 1

2 4 2 4

1

9 3

4 4

x x

x x x x

f x f x

x x

f x f x
x x

x x f x f x
f x

f x f x

x x f x f x
f x

f x f x
f x

f x f x f x f x
f x

f x f x

→

→ →

=

→

−
= 

−  
+ + + 

 

−
= =

−  
+ + + 

 

 
+ + + 

 

= =
   

+ + + + +   
   

=

+ +

=

( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

0

0

2 2

0 0

0

0

0

0

0 2

0 0

1 1

12 3 1
1 1

4

lim

:

1
lim

3 1

x x

x x

f x f x

f x f x
ή ά ί ό ό

x x

ά f ί ί ί x ύ

f x f x
f x

x x f x

ή ά f ί ί

          

            

         

→

→

= =
+

+

−


−

−
 = =

− +



( )
( )

( )

( )

( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

0

2

2

2

:

1

3 1

1
, 0, :

3 1

3

ί ί x

ύ ά f ί ί ύ

f x
f x

IV ά ί ί ί ί ή

F x
F x F ί x

F x F x

f x
f x f x

  

             

            

  

 =
+



 
= −   

 

 +  = = −
( )

( )

( )

( ) ( ) ( )12

2 2
2 2

3

1 3 1

a aF x aF x F xf x

f x f x

−  =
 

  = −
   + +   

=

 



55 

 

( ) ( )( )
( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

1

2

2 2

2 2
2 2

1

2 3 1

2 2 2
2 2 2

2 322 2

3 1 3

3 1 3 1

3 3 2 3 2

3 1 3 1 3 1

6 61

3 13 1 3 1

6
:

a aF x aF x F x

f x
f x

f x f x
f x f x

f x f x

f x f x f x f x f x

f x f x f x

f x f x

f xf x f x

ό f x 

−  =
 

 =
+

    +    = = − = −
   + +   

    − = − = −
     + + +     

− = −
+   + +   

 = −

=

=

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( )

( )

( )

 

( )

3
2

: 1
3 3 2

2 2 2 2

3 3
2 2

3 1

1 1 1 1 1 1 1 1 0

1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0

1 0

6 1 6 0
1 0

3 1 3 1

1,0
:

έ x

f x

f x

f x f x x f f f f

f f f f

f

f
f

f x f x

ά f ί ή ό

ά
V Έ



       

 


 =−

 + 

 + = + − + − = − +  − − + = 

 −   − +    − +   − +  

 − =

−
 − = − = − =

   + +   

 

−





( )

( )

( ) ( )
( )

1,0

1,0 .

0
1,0

ά f ί ί ό

ά

ό ά f έ ή έ

ή ό ά ό ά έ ά

f f
έ ώ ύ f

       

 

            

            

       

 
 
 
 

 
 − 

 

 − 

−
 − =

( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

1 0

1

0 1

0 1 0 0

0 1 01

1,01,0

f
f f f

f f
f f

 




− =

−

− −

 − −  − 
 =  =   

− −  =   
    − −   



 
 
 
 
 



56 

 

 
 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

3
2

3
2

2 2 2 2

3
2

3 1 0 1 0

3
2

0

6

3 1

: 0 3 0 3 1 1 0 3 1 0

3 1 0

6
0 0 6 0 0

3 1

1 1

0 , 1
:

1

f x f

f

f x
V f x

f x

Έ f x f x f x f x

f x

f x
f x f x f x

f x

f x f x

f x ά x
Έ

f ί ή ί x



  


      



 +  − = 



−
 =

 + 

    +    +  

 +  

−
    −   

 + 

 −  −

   − −

  = −

 



( 

( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

3
23 1 0 1 0

3
2

0

, 1

6
0 0 6 0 0

3 1

1 1

0 1,
:

1

f x f

f

ό f έ ί ά

f x
f x f x f x

f x

f x f x

f x ά x
Έ

f ί ή ί x

ό f έ ί

           

  


      

        



 +  − = 






 

 − −

−
    −   

 + 

 −  −

   − +  
 
  = −  



 



 )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

0
2 2

2

2

1 0

1 0
2 2

1,

2 1 2 0 1

2 0 1 0

: 2 0 1 , 1,0

2 2 0 2 0

1 0 1 0 0 0

1 0 1 0 0 3 0

3

f f

f f

f f

ά

VII f x f x f x f x

f x f x

ώ ά g x f x f x x

g x f x f x f f x f x f

x f f x f f x f

x f x f f x f x f x



    



   





 =

 − =

 − =

− +

 +  + 

− + 

 = − +  −

  = − = −  

−   −    

−    −      



 

 
( )2 1 1 0f x +  

 



57 

 

( )

( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2

0 :
11 1

2 3 1

22

3 1 1 1
0 1

3 13 1 0

0 1
1 0 0 0

0 0

2 0 0 0

0 1,0

: 1

ό ύ ί

f x
f xf x

f xf x

f x
f x f x f f x f x f

f x f

f x f x f g x

g x ά x

Έ g ί ή

       

 
 

  

     

 

 =  
+ +  

  
++   

   
   −   

   

 −     

   −

  −

 



 

 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

 

( )

1,0 1 0

2 2

,0

1,0

1 0 1 0 0

2 0 1 0 2 0 1

1,0 :

1,
:

g g

ά ώ

ή

ό g

x g g x g x g x

f x f x f x f x

VIII x

ά f ί ή ό

ά x
Έ

ά f ί ί

   

 

 



       

 


    





 − − =

 
 
 
 
 

  −

−   −     

− +    +

  −

 

−

 

 

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

1,

1, .

1
1,0

0 1

1

1

x x

x

ό

ά x

ό ά f έ ή έ

ή ό ά x ό ά έ ά

f x f
έ ώ ύ f

f x f
f

x

  

 

            

            

       





 
 
 
 
 
 − 

 

 − 

− −
 − =

− −

− −
 =

− −

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

2

1 0
1

3 1
2

2

01

3 1 1

1,0 1,0

1

3 1

1,0

x

x

f

f
f

x

x

x

x

f x

f x

x
f x

f












− =

 =
+

   − 
=   

+ +    
   

 −  −   

+ 
= + 

  − 



 

 



58 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )
( )

1 0
2 2

2

0 :
1 1

2

22

2
2

1 1 0 0 3 0

3 1 1 0

3 1 1 1
0 1

3 13 1 0

1,0 1 0 0 1 1

0 1 1
1

1 1 11
0 1 3 1

3 1

f f

x x x x x

x

ό ύ ί

x

xx

x
x

f f f f f

f

f

ff

x x x

x

x
f

f

       

 
 

    











 − =

 

  

−  −       

+  

 +  
  

++   

 −  −     + 

 +  
 

+   
  + + 

 



 ( )

( )
( )

( )

2

1

3 1

2

1
1

3 1

1

x

x
f x

f

x

x

f

f x





+
=

+
+


+





12. 

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

2

:

:

0 ,

lim 0,

0

,

x

ύ ή ά f ή ώ

ά ύ

f x ά x

f x

f x ά x

ύ έ ά h x f x x

ί ό f ί ί ύ

         

      

  

  

      

           

 

→−

 →

•  

• =

•  

 = 

 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( ) ( )2 2

2 2

2 1 1

1 2
1

:

1 3
2 2 0

4

x x x x

ί ό h ί ί ύ

ί ό ά x ύ

f x f x

f x f x

V ί ό ώ ί

f f
e f e e

          

        

           

− + +



  

+
 +

 

+
− + =

 



59 

 

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

: 0

0 0

,
:

0 ,

0 ,

f ί ή ά

f x ά x

ύ ί ά

ό f x ά x ή f x ά x

f ί ή
Έ

f x ά x

ό f x ά x

      

   

      

      

    


  

    

   
 

     
  

   

    

  − +  
 

    − +  

   − + ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

0 0

0 0 0 0 0 0

0 ,

0 , .

, . :f

ή f x ά x

Έ f x ά x ώ έ

C ί ή x f x ό έ ί

y f x f x x x y f x x x f x

  

         

           

   − +

   − + 

 

 − = −  = − +

 



60 

 

( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0

.

,

:

lim lim 0

f

x x

Έ ά f ί ή ό ά ί

έ C ί x f x ύ

y έ f x y

ή ά f ί ή έ

f x f x x x f x

f x x x f x x x f x f x

            

           

 

        

→− →−









 − +

   − = − = − = + 

 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

0 0 0

0 0 0

0 0 0

lim

:
lim

lim lim 0

0 , . 0

, .

x

x

x x

ό f x x x f x

f x f x x x f x
Έ

f x x x f x

ό f x Ά ί f x

ό f x ά x ή f x ά

x f ί ί ύ

 



   

        

      

→−

→−

→− →−

 − + = +  

  − +  
 

 − + = +    

 = + =

    − +  

 − +

 ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 2

1 2 1 2

.

:

2

:

f ί ί ύ

ά h x ί ί ύ

ί ή f x x ό ά x

έ

h x f x f x f x

x x

x x f x f x

ή ά f ί ή f ί ί ύ

     

         

         

 



             





 

  = = 

 

 





( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

0 0 0

0 0 0

0, 0

0, 0

f ί ί ύ

ώ ά
ό

x x f x f x

ή f x ά x έ f x f x

ή f x ά x έ f x f x

f x f x

f x f x

f x f x

f x f x

     

   
 



      

      





  

    

      

 
 

  
 

  
    



( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2

ώ ά
έ ό ό έ ί

ί ί

f x f x f x f x

   
        
  

  



61 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

 

( )

 

2

1 1 2 2 1 2

0

0 0 0 0

0 0

0 0

2 2

:

1 0 1 1

, 1 !!!

, 1

:

h x f x f x

f x f x f x f x h x h x

Ά ά h ί ί ύ

x έ

x x x x

ό ύ x x ί ά ύ

ά h ί ή ό ά

x x

Έ

         

 

          

         





 =

    



  

  +    +

 +

 

+



( )

( )0 0, 1

ύ ώ ή

ά h ί ί ό

ά x x ύ ί

ή

ό ά h ί έ ή

έ ή

      

       

      

 

           

    

 
 
 
 
  

 
+ 

 
 



   

( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0 0

0 0

0 0

0 0

2 2
0 0 0 0

0 0

00 0

2 2

0 0

, 1 .

, 1

1

1

1 1

1 1

1

1

h

h x f x

ό ά x x ό ά

έ ά x x έ ώ ύ

h x h x
h

x x

h x h x f x f x
h h

x x

h x hx x

f x f x h

       

         



 








=

+ 

 +

+ −
=

+ −

 + −   + −
= =   

+ −    
      +   

+ − =





( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

2
0 0

2
0

2
2 2

0 0 0

0

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

2 2

0 0 0 0

2 2

0 0

2
2

0 0 0 0

2 2

0 0

1

1 2 1 2

1 2

1 2

h x f x f x

f x f x
ώ έ

ί f x

f x f x h x
h h x

f x f x f x f x f x f x f x f x

f x f x f x f x

f x f x

f x f x f x f x

f x f x f

     

    



 =

  


  
 + −  

  

 + −   +  +

+ +
 

  +
 + 

 





( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

2
0 0

0

2 2
, 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 2 1 2
1 1

f x f x

x

f x f x f x f x

f x f x f x f x

   =



    + +
 +  +   

   
 



62 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 00

0 0

0

0 0

2 2 2

1 2 1 2
1 1

1 0 1 1 1
: 0

0

1 2
1

1 2
1

: 0 1 1 0 1

f x f x f x f x

f x f x f x f x

f x f x f x f x
Έ

f x f x f xf x

f x f x
ή ί x ύ ό

f x f x

f x f x
ά x ύ

f x f x

V Έ x x x



        

    



 + +
 +   +

+   + + + 
   = 

  

+
   +

+
  +

   +    + 

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2

1 1

2 1 12 2

2 1 1

2 2 , 0, ,
1 1

2 2

1 1

2 2

1

0

1 3
2 2 0

4

1 3
2 2 0

4

1 3
2 2 0

4

1 3
2 2

4

x y x y

x

x x x x

x x x x x

x x x x

a a a x y
x x x x x x

x

ά ό ά

e
x x x x x x x

x x x

f f
e f e e

f f
e f e e

f f
e e f e e e

f f
e e f



    



+

+ = + − +

− + = + − +

− + +

=  
+ − + + − +



− + + −

− +

+
− + =

+
− + =

+
− + =

+
− +







( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

2

2 2

2 2

2
2

2 1

2

2

2

0
1

1 12 2

1 1

1
, 0,2 2

1
1

2 2

1

1

1

0

1 3
2 2 0

4

1 3
2 2 0

4

1 3 1
2 2 0

4

x

x

x

x x

e
x x

x x x x

x x x x

a a x
ax x

x x

έ

ί e
x x

x x

x x x x

e

f f
e f e

f f
e f e

f f
e f

e

e e

     

    

−

− +


+ −

+ − =− − +

− + + −

=  

− − +
− +



− +

− +

− + −

 
= 

 

+
− + =

+
− + =

+
− + =









( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2

2

2 2 2

2 2

1 1

1

2 2

1 1 1

1 3 1
2 2 0

4

1 3
2 2 0

4

x x

x x

x x x x x x

f f
f e

e

f f
e e f e

+ − +

− +

− + − + − +

 +
− + =  

 

+
− + = 

 



63 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )( )
( ) ( )

( )

2 2 2

2 2

2

2 1

2 2

2 2

1 1 1

2 22
1 1

1

2 2 , 02
1 1

2 2

2

2 2
2

2

1 3
2 2 0

4

1 3
2 2 0 1

4

, 0 2

1 , 2 :

1 3
1 2 2 0

4

1 3
2 2 0 3

4

1 3
4 2 2 4

4

2

x x

x x x x x x

x x x x

x x

e t t
x x x x

f f
e e f e

f f
e f e

έ e t t

έ έ

f f
e f e

f f
t f t

f f
f



     

 

− +

− + − + − +

− + − +

− +

= 
− + − +

+
− + = 

+
− + =

 = 



+
 − + =

+
− + =

+
 = − = − − =

=



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

 

( )

2

2
2 2 2 2 2 2

2 3 3 2

2 1 3 2 2 1 3

2 2 1 3 2 1 2 3

2 1 3 2

: 2 1 3 2

1,2

:

h x f x

h h h h

f f f f f f

h h h h h h h

h h h h

ό h h h h

ά h ί ή ό ά

ύ ώ ή

Έ ά

 

         

      

 

=

− =− −

 − + = − − 

= − − = − + −

− − −      

  = − − −      

 

 

=

=

( )

 

1,2

1,2 .

h ί ί ό

ά ύ ί

ή

ό ά h ί έ ή

έ ή ό ά ό ά

έ

      

      

 

           

           

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

( )

( ) ( )
( )

1

1

1,2

2 1

2 1

ά έ ώ ύ

h h
h

        





−
=

−



64 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

 

( )

( )

11

1
1

2 1
2 1

2 1
1 2

1 2

2,3

:

2,3

h h
h h hh

e

ά h ί ή ό ά

ύ ώ ή

Έ ά h ί ί ό

ά ύ






         

      

        

     

 − 
 − = =   

−   
      

 

 

 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2

2

2

2,3 .

2,3

3 2

3 2

3 2

3 2

ί

ή

ό ά h ί έ ή

έ ή ό ά ό ά

έ ά έ ώ ύ

h h
h

h h
h



 

           

           

         





 
 
 
 
 
 
 
 
 



  



−
=

−

−
=

−
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

2

2

2
2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 1
2 1 2 12 1

3 2

2 3
2 3

1 2 3 0

2 1 2 1 0 0

0 3

h

h h h
h h h hh h h

h h h

h h h h

h h h h

ή ά ί έ









       

        




 = −
= − − −    = −    

 
 − =    

   
      

           − 

− − −         

  



 

( ). 1 .

έ

ί ώ ί έ έ ί



            

13. 



65 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

0

1 2 1 1

0

0

: :

1

0

1
ln 0

0

xf x e x x x

x

x

ί ά f ί ύ

e f x e e xe ά x

ί ό f x e x ά x

ί ά ό x έ ώ

e

x

ί ό ά x

        

  

      

        

      

− + + +

 →

 − − 

  = + + 

  

 +
=  

 

  

( ) ( )

( )

( ) ( )

1

1

2

2 0

0

:

2

0

2
1

ά έ ά

έ ώ

f x xf

V ί ά έ ά έ ώ

f ό x ί ί ή
x

    

   



           

        

= +

  

 = − − 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1 1

1 1

1 2 1 1 1 1 1

1

1

1 1

x x x

x x

x x

x

x

e e e
f x e f x ex x x x x x x

ύ έ ώ
ά ό ά ί

e e
f x e x x

x xf x e
f x e

x x

e f x e e xe e f x e e e xe

e e f x e x

e f x e xe
e

e e

         
         



+ +

+ +

=
− −+ + + + + +

 

− +

+−
−

+ +

  − −  − −

  − − 

 − −  



 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1

1 1

1

1

1

1

1

1 1 2

1 , 2 :

1 0

x

x x

x

x

x

x x

x

f x e x f x e xx x

f x e x x

f x e x x

f x e x x

x

f x e x

e x ά x

e f x e x e f x e x

έ έ

e f x e x
e f x e x

e f x e x

ί ό e x ύ ό x

  

     

          

− −

− − − − − −

− − −

− − −

− − −

 − −

 + 

 − − − +   − −



  − − 
 = − − 

 − −  

 = + =

 



66 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )

( )

00 0

1
1 1

1

00 0

00 0

1 1

1 0 1 0 1

11 1
1ln 0 ln ln1

00 0

x

x x

x

έ t f x e x
f x e x f x e xx x

έ t f x e x
t x x

xx x

e f x e x e f x e x

e t t f x e x f x e x

ee e

xx x

xx x





 = − − −
− − − − − −

 = − − −



= − −  = − − − +

= +  = − − − =  = + +

        ++ +
== =                     

           





( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

0

0 0

0

0 0

0 :

1
00 0

0

0 0 0

0

1
1 01 1 0

0 0 0
0

1 1 1

0
1 0 0

1 0

0

x

ή x έ
x x

x

x x f x e x

x x x

x

x

e
f xe x e x

x
x x x

x

f x e x e x e

e
e f x

ή f x ά x f

  

    


=−

= + +

+

 +
= =    + = − + + =       

 −       
              

    = + + = + + = +

 
+    

 

  







( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0

lim 0

0 0

,0

:

,0

,0 lim , lim ,2

lim lim 1 lim lim 1 0 1

lim lim

x

x

x x

e

x x

x x x x

x

x x

f ί ή ά ώ

Έ ή

f

ό f f x f x

f x e x e x

f x e

        

  

 
−

→−

− −





→− →

=

→− →− →− →−

→ →



   −
  
 
 
  −  

 − = = −

= + + = + + + − + = −

= +

=

( )

( ) ( )( )

( )

( )

0

0

0

0 0

1 2

0, 1
lim

,0 1

0 ,2 ,0 0

0.

"1 1". 0

0 "1 1"

x

x

x

a

a

ή f ά έ ά x

έ ώ f x

Έ f ό f ί ή ά x

έ ώ f x f ί x ί ό



      

  

         

         

→−



+ =


= 

+  

  − = − 

=

 −  

= −

 



67 

 

( )

( )  

( )

( )

0,

0,

ά f ί ή ό ά x

ά ώ ή

ά f ί ί ό ά

x ά ώ ή

ό ά f ί

         

     

         

     

       

  
 
 

  
  

 
 



  ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

1

1

11 1

1
1 1

1

1

. .

0, . 0,

0

0

0 2
2

0,
0, 0,

2

0,

έ

ό ά x ό ά έ ά x

f x f
έ ώ ύ f

x

f x f f x
f x f xf f

x x
x

x x

f x f x

   

          

      

 


 





 

 

−
 =

−

− −   
− =  = =     

      
          

= +


 ( )

( ) ( ) ( )

( )  

( )

( )

0

0

1, 1

,0

,0

x x

x

V f x e x f x e

ά f ί ή ό ά x

ά ώ ή

ά f ί ί ό ά

x ά ώ ή

         

     

         

     

  
 
  

 = + + = +

  
 
 
 

  

 

  ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( )0

0 2 0

0

2

0

0

2 2
0 0

2 0 2

. .

,0 . ,0

0

0

0 2 1

0 0

,0

x

ό ά f ί έ

ό ά x ό ά έ ά x

f f x
έ ώ ύ f

x

f f x e
f f

x x

x x

          

          

      

 

 



  

 

 −
 =

−

 − − + 
 =  = 

−  − 
    ( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

0

0 0

2

0

2 00

22
00

2 02 0

1

,0,0

1 1

,0,0

x

x x

e
f

x

x

e e
ff

xx

xx









   −
 =   

−   
     

 − −  −
 = =  

 −   
      



68 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0

0

0
0

0

0 01
2 22

0 00

2 0 2 02 0

0
22

00 0

2 02 0

: 1

1 1 21

,0 ,0,0

22
1

,0,0

x

x

x

e x

ώ έ e x

x xe
f ff

x xx

x xx

x
ff

xx x

xx

    

 

 





=− −

  = − −

− − − − − −    
 = = =     

      
           

−   
 = − −= −   

   
      



 
14. 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

1

0

1

: :

2 ,

3
lim 2

1

1

1 3

0

x

Έ ά f ί ύ

f x y f x f y xy ά x y

f x

x

ί ό ά f ί ή x

ό f

ί ό ά f ί ή ί

x

        

  

            



             

 

→

→

• + = + + 

+
• = −

−

  =

= −

 

=

 

( )

( )

( ) ( ) ( )

2

2 2

4

8 2 12 0

ί ό ά f ί ή

V ί ό ά f ί ί ό

f x x x

V ί ό ύ έ f x f x x x

ά x ί ό έ ί ή

ά

        

            

        

              

  

 

= −

 + + + + 



( ) ( )1, 4 1, 3

.

f ί ί ί

έ ί ί ά

        

          

 − −  −

   



69 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1

1 1

3
, , 1 1,

1

3
: lim lim 2

1

3 3
3 1

1 1
1

1 1

1 3

1

lim lim 1 3

x x

x x

f x
ώ ά g x x

x

f x
ό έ g x

x

f x f x
f x g x xg x g x

x x
x

x x

f x g x x

x

f x g x x

   

  
→ →

→ →

+
  =  − − − +

−

+
 = = −

−

+ +   
+ = − = =     

 − −     
 −      −  −   

= − −  
 

 −  

= − −  ( ) ( )
1 1

lim lim 1 3 2 0 3 3
x x

g x x
→ →

= − − = − − = −

 
 
 
 

 
 



70 

 

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

2

1 0 0

0 0

lim 3

: 1 1

1 1 0 0

lim 3 lim 1 3 lim 1 2 3

lim 1 3 lim 3 1

:

0 2 :

0 0 0 0 2 0 0 0

x

f x y f x f y xy

x t t

t t

f x

έ x t x t

x x t

f x f t f f t t

f t f f t f

ό έ

x y έ f x y f x f y xy έ

f f f f



  

      

→

+ = + +

→ → →

→ →

= −

 − =  = +

→  − →  →

= −  + = − + + = −   

+ = −  = − −



 = = + = + +

+ = + + 



( )0f= ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

0 0

0 0 0

2 2

0 0

0 0 0

0 0 0

2 :

2 0 2

2

lim lim lim

2 lim lim 2

lim 0 lim lim

x w
x w

x w x

x x

x x x

f f

y x έ f x y f x f y xy έ

f x x f x f x x x f x f x x

f x f x x

f x f w f x

f x f x x f x f x x

f x f x f x f x

      

=−
→  →

→ → →

→ →

→ → →

+  =

 = − + = + +

− = + − + −  = + − − 

+ − =

− = −

+ − =  + − =   

+ − =  + − =  

=

( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

0 0

0

lim lim

0

lim 3 1

0

0

0

1

0 0

0 0

0 0

0 2lim 0

lim 0 3 1 0 1 3

lim 0
lim 0

0 0

0

0 0

x x

x

f x f x

x

f x f

x

x

x

f x

f x f f

f x
f x f

f

ώ ά f ί ή ί x

x x έ x x t

x x t x x t

x x x x t

           

  

→ →

→

= −

→

=− −

→

→

→

=

 = − − =  = −

=  
  = 

=  

 =

  → − =

− =  = +

→  − →  →





 
 



71 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( )

0

0

0

20

0 0 0
0 0

lim 0

0 0 0 0 0
0 0

0

1

lim lim lim 2

lim 2 lim 0 2 0

.

3
: lim

1

t

x x t
f x y f x f y xyt

x x t t

f t

t t

x

f x f x t f x f t x t

f x f t x t f x x f x

ή ά f ί ή ί x ύ ό

f ί ή

f x
V Έ

x

             

    



→

= +
+ = + +→

→ → →

=

→ →

→

+ + + =

+ + + + =



+
 = −

−

= =

=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1
20

1 0

1 3

0 0

0 0 0

0

2

1 1

1 1 0 0

3 1 3
lim 2 lim 2

1

1 2 3 3 2 3
lim 2 lim 2

2 2
lim 2 lim 2 lim 2 2

lim 2 2

x u
f x y f x f y xyu

x u

f

u u

u u u

u

έ x u x u

x x u

f x f u

x u

f f u u f u u

u u

f u u f u f uu

u u u u

f u

u



= +
+ = + +→

→ →

=−

→ →

→ → →

→

 − =  = +

→  − →  →

+ + +
= − = −

−

+ + + − + + +
= − = − 

+  
= −  + = −  + = −  

 

= − −

 



( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

2
00 0

0 0

lim 4

lim lim

u

f x y f x f y xy

h h

f u

u

f xf x h f x

h

→

+ = + +

→ →

 = −

+ −
=

( ) ( )0 02f h x h f x+ + −

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

0 0
0 0

0 0 0

0 0

0

0

0 0

0 0
0

2 2
lim lim lim 2 4 2

lim

:

lim 4 2

4 2

h h h

h

h

h

f h x h f h f hx h
x x

h h h h

f x h f x
ή ά ί ό ό

h

ά f ί ί x ύ

f x h f x
f x x

h

ό f x

          

          

 

→ → →

→

→

=

+  
= + = + = − + 

 

+ −


+ −
 = = − +

 = − + ( ) ( ) ( )2 24 4x x x x x
 = − + = −

 
 
 



72 

 

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )
( )

2

2

0 0
2

0
2 2 2

,

1,4
2 2

4

:

4

0 :

0 0 4 0 0

:

4 4 0 4

,

,

=

=



 −

   

 = −  



= − +

 =

= − + =

 

= − + − + = −

    =

  = − + −



=

=

f

c

f

x f x

ή f x x x ά x ά c έ

ώ ά x ύ

f x x x c

x έ

f c c

ό ά x έ

f x x x c x x x x

V x y C y f x

d x x y y x

        

      

  

      



( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

22 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

1, 3
2 2 2 2

1, 4

1 4

1 4 2 1 8 16

2 8 17

8 2 12 0 8 2 12 5 5

8 2 15 5 , 5

, 1 1 3 4 2 1 5

: , ,

−

 − −

− − + − − =      

+ + + = + + + + + =

+ + + +

+ + + +   + + + + + 

 + + + +     

 = − − + − − − = + =      

    



M

f x

x f x x x f x f x

x x f x f x

f x f x x x f x f x x x

f x f x x x d

d M

ό d d M 

    ( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( )

4 2

1, 3

2 1

1, 42 1

1, 3 . :

1 4 2 1 4 2 2

3 4 3 4 1

1 1 1 1 2

1
: 2 1

2

1

 =− +

−


 − −





− 

= − + = − + = −

− − −− − +
= = =

− − − +

= − = −

 = − ⊥ 

=

=

f x x

M

έ ί ή M ό έ

f

y y

x x

Έ

ή έ







         





  

     

15. 



73 

 

( )

( ) ( )( )

( )

( )

( )

2

:

, 0

,

4 /

,

0,0



•  = 

•  

 =

•  



• 

 

f

f

ί

ά f x x x

ί x t y t ί ά ύ C ώ

x t m s

έ ά ή ά C

ί ά x x

ή ό

ί ύ ί



 

         

         

    

    

       

( )

( )
1

,

2



 

  =

 



ί ί

ύ ά x x

ί ό ή έ

ί ή ή t ύ m

ί ό ή ύ

ώ ή

     

    

          

       

         

    

( )

2 5

.



 =

  

ή t m

V ί ό ί ά ό

ά

 

             

 
 

 
 



74 

 

 
 
 
 
 



75 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( )

2

0 0 0

2

0 0

2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2

0 0 0 0 0

2

0 0

, 0

, .

:

2 2 2

2 2 2

: 2

,

  

 

− = −  − = −  − = − 

= − +  = −

= −

 

f

M M

Έ ί x x x C

έ C ί ί x x ό ί

έ έ ί

y f x f x x x y x x x x y x x x x

y x x x x y x x x

y x x x

x y ό

       

             

   



   ( )

( ) ( )

( )

( ) 0
2 0

0 00 0

0
0 0 0

. :

, 2 02

0, 0

2 0 2
,02

0 0 2
0


   

  

  

 


 

    − =  = −   
      

 =  =       

 
− = = =       

         
= =       = 

 


x

ί ά x x ό έ

x y x x xy x x x

yx y x x y

x
x x x x x x

y y
y

ί έ

         



    

( ) ( )

( )
( )

( )

0

0

.

4 /

.
2

:







 = =

  = 



=

fό ά ί ά C ό

x έ ό ά ί ά t

έ x x t ό ή x t m s

x t
ί έ x t ό ύ ί ί

ί ά ά x x ί

t

       

           

     

              

         

 ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0

2
2 2 2 2 2 2 2 4 2

1

2
4 2

1 1

4
2 /

2 2

.

90 . :

2 :

2 2








 = = =

   =  

 
  =   
 

 = +  = +  = +

  =

= +  =

x t
x t m s

ί έ y x t ί ί ώ

ό ό ώ έ

x t x t x t x t

ή ή t έ m

x t x t

            

          

    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

4 2 4 2

1 1 1 1

4 2 4 2

1 1 1 1

2
2 2 2

1 1

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

2 0

1 1 0 1 1 0

1 1 0

1 1 1 0 1 1 1 0

+  + − = 

− + − =  − + − = 

− + − = 

 − + + − =  − + + = 

x t x t x t x t

x t x t x t x t

x t x t

x t x t x t x t x t



76 

 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

2 2 2

1 1 12 2

1 1 2

1

0
2 2

1 1 1

2

1

1 1 1

2

2

2

0 2 2 0 2 0
1 2 0

2 0

1 0 1 1

2

:

2 4 1 4 /

1 1

2 2 2 4

4

1 1
2

4 4







   +    +  
− + =  

 +  

− =  = =

 = =

 =

 = = =

  =   = =

 =

  = = =


x t

x t x t x t
x t x t

x t

x t x t x t

y t x t x t x t

ή ή t t έ

y t x t x t m s

x x
x

x t
t

x t x
t x t x t x t

    

( )

( )
( )

( )
( ) ( )

2

2

2

2

2 2

2

2

5 :

5 10
2

:

10 4

2



  =

=  =

 


 = =

t

ή ή t έ m

x t
x t m

ό ή ύ ώ ή

ή t ί

x t x t
t

   

          

   

2

2

( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2

1

0

2

2

2 2

2

10 2 20 /

90 :

1
4 4 1 4

4
0

1

.







= =

 
    = 

 

   =  =  =  =



   =  =  + =  

 = 
+

 

m s

V ώ ί έ

x t
t t x t t x t

x t

t
t t t

t t

t
t

ώ ί ά ό ά

      

   


   

   


 

            

 



77 

 

16. 

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

2

2

2

1

2
0

: 0 3

:

9 2 ,

. 9

. lim 0

. 9

1
.

9

→−

→ =

= + 

 = + +

 =

 = +

+


+


x

Έ f ά f ί ί ή

ύ

f x xf x x

ί ό f x x x

ί ό f x

ί ό f x f x x

x
ί dx

x

           

 

    

    

    

    

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2 2 2

2

2 2

2
22 2 2 2

2 2 2

2

. 9 2 2 9

2 9 9

9 9

:

: 9 ,



− = − +

=

= +  − =

− + = + − = +  

− = + − = +  

 → = −

 = + 









έ έ

x

f x xf x f x xf x

f x f x x x x f x x x

f x x x f x x x

ώ ά h ύ h x f x x

ό έ h x x x

ά h ί ή

     



    

 



      

  

     

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2 2 2 2 2

9

. :

0 9 9 0 9 0 9 0 9 0

0 0

0 ,

: ,

0

= +

 

  +    +   +   + 

  

   − + 
 
  − + 

 
 

 


h x x

ά ώ

ή ά x έ

x x x x x

h x h x

h x ά x

Έ ά h ί ή

ά ώ ή

ό h x

    

     

  

        

    

   ( ) ( ) ( ), 0 , − +   − +ά x ή h x ά x     

 
 



78 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
2

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2

: 0 0 0 0 3 0

0 0 0 , .

9 9 9

9 9

. 0

9 9 9
9 1 1 1

9
1 1 1

= = −

=

=−

= − = = 

    − + 

=

= + = +  = +

− = +  = + +

→ −   = −

 
= + + = + + = + + + + 

 

− + = −

 

=

=

h x h x h x f x x

a a

x x

Έ h f f

ή h έ h x ά x ώ

h x h x

h x x h x x h x x

f x x x f x x x

x x x x

f x x x x x x x x x
x x x

x x x
x



       



( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )

2 22

2

2

2 2

2 2
2 9

2

2
2 2

, 0 2 2

2

2

9

9 9
lim , lim 1 1 1 1 lim 1 1 0 1 1 0

9 99

1 9

9 9

9
1

→− →− →−



− + = −+ −

= 

 
+  

 

 
= − − + = − + = − + = − =  

 

+ + + −+ +
=

+ −

+ − + −

 
+ − 

 

= =

=

x x x

ά ή
ή

x x

x

x
x x

x x x xx x
f x

x x

x x x x

xx x
x

  
   

     

  

( )

( )( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

2 2

2 2

2 2 22

2

2

2 2

2

9

9 9
1 1

9 9 9 1 9

9 9 99
1 1 1 11 1

1 9 9
lim lim 0 0

9 1 0 1
1 lim 1

. , 0
2

9 2
9 9 1 1

2 9

=

=−

→− →−

→−

=

+ − + −

= = −
 

+ − − + − + +− + + 
 

= − = − =
+ +

+ +


= 


+  = + + = + + = + = +
+

=

=

a a

x x

x x

x

x x x
x x

x
x x x x x

x x xx

f x
x

x

F x
F x F x

F x

x
f x x x x x

x



22 9
=

+

x

x



79 

 

( )

2 2

2 2 2 2

2
2

2

9 9
1

9 9 9 9

9
9

9

+ + +
+ = + =

+ + + +

+ +
 + =

+

x x x x x

x x x x

x x
f x x

x

29+ x ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

1

2

1

2

1 1 1

2 2 2
0 0 0

1
, 0

1 1 1 1, 0
2 22

12
20 0 02

1 1
1

1, 1 2 2 21

0 0

9

1 1
. 1

9 9 9

1 2 1
9 9

2 29 9

91 1 9

1 12 2
1

2 2

−

+

= 
=  −



− +−
+

= + + =

+
= = +

+ + +


+ +

+ +

   
+   +

= =   
   − +
   

  

= =  

=

x

x

a

a

a a
a a a a

ά f f ί

f

x x f x

x x
I dx dx dx

x x x

x x
dx dx x x dx

x x

x x

    

 




1
2

0

1
2 9

2

1

2

 + =
 

x

2

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

2

2

2

1 1
2 2 2 2

0 0

2 2

9
1 1 1

1

2 0
0 0 0

9

1 1

2 2 2
0 0

9 9 1 9 0 9 10 3

9 9

1 1
ln

9

ln 1 ln 0 ln 1 10 ln 3

1 :

1 1

9 9 9

+ =


= + +

+

   + = + = + − + = −
   

= +  + =



 = = = 

+



− + −



+
= = +

+ + +

=  

=

 

f x
x

f x

f x x x

x

x

x x

f x
f x f x x x

f x

f x
dx dx dx f x

f x f xx

f x

f f

ό έ έ

x x
I dx dx dx

x x x

      

( )

( )

1

0
1

2
0

10 3
9

1
ln 1 10 ln3

1 9

0

10 3 ln 1 10 ln 3

= −

= + −
+





− + + −

=

dx

dx
x

 

 
 


